
���������
	���
��������������������������! �"#���$
 %&���'�(�$)+*,�-�#"#��
��.�/

01��"������/�$�2
��2�$ 43657�� �38"9�!�:3

;=<8>�?A@CB�DFE�<#GH;JIGK>L?AM NO?QPR<#GTS�UVDW@CXZYZ@
[ M#?Q\]GK>�@C?QB^IG,_#G�`a?APbY�>�_#?AG�c�d#SAGT@=e�GK>�M#G [ M#?Q\]GK>�@C?QB^IG,_#GH`a?APbY�>L_�?QGfc�d#SAGT@-e�GK>�M#G

g YFhjilk�m8noY�Bp;=d8>�?lm�qf>�d#Gr_#dtsuDWd#SA?AMvM#GTd#w g YWNtxyk,zW;${jhj| [ Nth~}8�T�]��m#�W�f>�d#Gf|yB g GTd
x����W�W�W�W��kVsu?AGTM#@=PTGK_�GR�����ox�>�YZM#PTG x����W�W�W�W��kVsu?AGTM#@=PTGK_�GR������x�>�YZM#PTG
cerin@laria.u-picardie.fr koskas@laria.u-picardie.fr� YZ�TGTs�x!XZYZ?AGK>Tm:NODW<�YZsuGK_�c�GTsuM#?

I� PTDWSQGH@Ld8E-IGK>�?AGKd#>LGr_#GT@V|^PT?AGTM#PTGT@/GKBj��GTP�<#M�?Q�^d#GT@$_�GH��d#M#?A@Tm
[ M#?QB^IG,_#G,>�GTP�<#GK>�P�<#G [ �$i�;

q^m#YT\]GTMyd#G��2YZ<�Y � d#@L@LGT?�m�nj��`��9qF}4noY���NOGTM�Y�>�Yym9�!d�M#?A@o�o��d#M#?A@L?AG
hazem.fkaier@fst.rnu.tn,

mohamed.jemni@fst.rnu.tn

NtY�>�P�<����^m9�F�W�F�

Abstract
�������¡ £¢¥¤¡¦W§¨�K�ª©T�«©���¬� £­#§¨¤� £®�§¯¬¨¤�°�±K²��ª§¨�³²´��®K ¶µ�±K�l­� ¶®�¤¡¬´°��·¬9§¨¤�¤«©K§¨ £¢2 ¶¸��¹§¨���ª©b�«¬´�«º¶º£�lº»��¼R�³²�±R§¨ ¶¤¡®o§¨ ¶¢2�

¤«¦^­¯¤«¬¯§¨ ¶®�½�¤¡®j�K�·§¨��¬¨¤C½¡�l®K�l¤¡±K­�¾¿©K¬¨¤�²·�l­¯­¯¤¡¬¨­¹­A©��l�³°R­¹�«¬¨��¬¨�lºÀ��§¨�³°=ÁRÂ$�a²�¤¡®K­A§´�«®�§:¦¿�C²´§¨¤¡¬·Ã9©Tº¶�«§¯¦À¤¡¬¨¢2­lÄ¹Å/�2°R��Æ
Ç �lº¶¤«©K©V�
²�¤¡®K­A§´�«®�§ª§¨ £¢2��§¨�l²´��®K ¶µ�±���¦�¤«¬�¢��¡­A§¨��¬¨ £®K½
©K¬¨¤�²��l­¯­¯¤«¬�º¶¤C�C°$ÁT�¡º¶�¡®K²� ¶®�½��«®T°$��¼R�³²�±�§¨ £¤C®/§¨ ¶¢2�� ¶®/�¡®����§¨��¬¨¤¡½C�l®�¤C±K­ª��® Ç  È¬¨¤C®�¢2�l®�§³Ä�ÉÊ®-¤«¬´°���¬�§¨¤� £º¶º£±K­A§¯¬´��§¯¬¨�¹§¨���2°R £Ëa²·±KºÈ§¨ ¶�l­:�¡®K°$­¯¤¡º¶±R§¨ ¶¤¡®K­lÌ�Í8�!°�� Ç ��º¶¤«©V�«®/�«®T��ÆºÈÂ�§¨ À²��¡º»¢2¤�°��lºF¦À¤¡¬�§¨�K�¹��¼R�³²�±R§¨ ¶¤¡®o§¨ ¶¢��CÌb­¯±K­A§´�« ¶®��³°�Á�Â��·¼R©��·¬¨ ¶¢2��®�§´�«ºZ¬¨�l­¯±�º£§¨­� ¶®o§¨���¹²l�¡­¯�¹¤«¦Î�aÏ�ÆÐ©K¬¨¤�²���­¯­¯¤¡¬¨­
­AÂR­A§¨�l¢�­lÄ]���K�8­¯¤¡º¶±R§¨ ¶¤¡®2 ¶­]��²�¤¡®K­A§´�¡®�§Î¤C®��CÌL £®T°R��©��l®K°��l®�§Î¤¡¦�§¨�K�^©�¬¨¤¡ÁTº£�l¢v­¯ £¸l�8�¡®K°! £­W®K¤«§WÁb�¡­¯�l°!¤C®2°RÂR®T�«¢2 À²
©�¬¨¤C½«¬´�¡¢2¢2 £®K½2§¨�l²´��®K ¶µ�±��CÄ^Ñ^¤C®�­¯�³µ�±K�l®�§¨ºÈÂ�ÌK§¨�K�·¬¨�ª ¶­8®�¤2¤ Ç ��¬¨�K�l�C°
¬¨�l½C�«¬´°R ¶®�½2§¨�K��­¯¤«¬¯§¨ ¶®�½2©K¬¨¤¡ÁKº¶��¢�Ä
Keywords:

 ¶®RÆQ²·¤¡¬¨�!©T�«¬´�«º¶º£�lºF­¯¤«¬¯§¨ ¶®�½��«º¶½¡¤¡¬¨ È§¨�K¢2­lÌ»�K�·§¨��¬¨¤C½¡�l®K¤¡±K­�²�¤C¢!©T±�§¨ £®K½RÌF²·¤C¢�©Kº¶��¼R È§QÂ-¤«¦y©T�«¬´�¡º£º£�lºW�¡ºÈÆ
½¡¤¡¬¨ È§¨�K¢2­lÄ

1 Introduction

ÒbÓ�Ô·Õ�ÖÀ×�ØaÖ¿ÙªÚ2ÛÐÜ»×ZÝ�ÚLÞ-ß«×TÕlÚLà»á»Ô³Ó�âZà�ß«Þ�Ö�×Vã«ÓRÞoá�Ü�Õlß³Ô�Ù·ã«Ö�ß«×�ã¡ß�ÚL×�Ý$Þ$ÚL×bäoå:Ó�Ô·æ�Ù:çZÚ¡èKßªâ]ß«ß«×-á�Ü»â�à�Ö¿Ù´çZß«ÝoÖ�×-Õ�ç�ß�áFÚ�Ù´Õ¡é
ê!×�ß!Ô³ß¡Ú�Ù�Ó�×pÚLÞ-ÓR×»ØoÓ�Õ·çZß³Ô³Ù:ÛÊÓ�ÔªÕ�ç�ß�á]Ó�áZÜ»àÐÚCÔlÖ¶Õ¨ä=Ó�Û�Ù�Ó�Ô�Õ·Ö�×»Ø�Ö¿Ù:Õ·çFÚCÕ�Ù·Ó�Ô·Õlß«ÝjÝ�ÚCÕ³Ú
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2.3 Parallel Sorting by Over-partitioning (PSOP)

2.3.1 The homogeneous case
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Theorem 1 (See [LS94]) (p.k − 1)
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Algorithm 1 (Code as it is found in [LS94])
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Step 4: (building a task queue and sorting sublists) � �'	 T(Sj)
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2.3.2 The heterogeneous case
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Sj = Sj+
� ðbß¡ã Õ�ÖÀÞ-ßO0îã«Ü�Ô�Ôlß«×TÕ9Õ³Ú�Ù¨æ%9

	 ïrßjã«Ó�ÞoáWÚCÔ³ß=Õ·çZß$×Zß�å è�ÚLà�ÜZß«ÙoÓ�Û
Sj

Ôlß«àÐÚCÕ·Ö�è�ß-Õ�Ó�Õ·çZß/Ý»Ö *Wß³Ô³ß�×TÕ
á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�Ó�Ô³Ù«ë#ÚL×ZÝ�å�ßjÝ�ß³Õ³ÚLÖ�×�Õ·çZß$à¿ÓLå�ß«Ù´Õ
è�Ú�àÀÜZß�é � ç�ß2Õ³Ú�Ù´æjåªÖ�à�à]â]ßaÝ�ß$.»×�Ö¶Õlß�à�ä/Ù�ãlç�ß¡Ý�Ü�à�ß¡Ý/ÓR×VÕ�ÓoÕ�ç�ß2á�ÔlÓTã¡ß«Ù�Ù·Ó�Ô�çFÚ¡èKÖ�×�Ø
Õ�ç�ß�à¿ÓLå�ß«Ù´Õ¹è�ÚLà�Ü�ß�Ó�Û

Sj

ÚL×ZÝ
Õ·ç�ß2Ó�Õ·ç�ß�ÔlÙ:åªÖ�à�à]Ö�ØR×ZÓ�Ô³ßªÕ·ç�Ö¿Ù:ÕlÚ�Ù´æWé#íª×�Ýjå�ß�áFÚ�Ù�Ù9Õ�Ó
Õ·çZß2×�ß³ðTÕªÕ³Ú�Ù¨æWé

� ç�ßpÙ´Õ´Ô�ÚCÕlß�ØRä å�ßVá»Ô³ß«Ù�ß�×TÕlß«Ý4ç�ß³Ô³ßVÖ¿Ù=å�ß�à�à�æb×ZÓLåª×uÖÀ×Já�ÔlÓTÝ»Ü�ã³Õ�Ö¿Ó�× Þ$ÚL×ZÚLØKß�Þ-ß«×TÕ
ÛÊÓ�Ô$Ö�×�Ù´ÕlÚL×Zã«ß�é : ×uÛîÚ�ã³ÕCë�Õ·çZß
W � Ó�×»ØKß«Ù´Õ ��ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù·Ö�×»Ø � ÖÀÞ-ß
W�ÚLà�Ø�Ó�ÔlÖÀÕ·ç�ÞOÖ¿Ù�ÜZÙ·ß¡Ý
Ö�×�Õ·çZßªã¡Ú�Ù�ß�Ó�ÛFÙ·ãlçZß«Ý�Ü�à�ÖÀ×�Ø¹Ö�×�Ý�ß³á]ß�×ZÝ»ß�×TÕyÕlÚ�Ù´æ�Ù8çZÚ¡èTÖ�×»Ø�Ý�Ö+*Fß�Ôlß«×TÕ
Ù·Ö+;Cß«Ù#Õ�Ó�Þ$Ú�ãlç�Ö�×�ß«Ù�çFÚ¡èKÖ�×�Ø2Ý»Ö+*Fß�Ôlß«×TÕ�Ù¨á]ß«ß¡Ý»Ù¡é � çZßªØ�ÓKÚLà»Ö¿Ù#Õ�Ó�Þ=Ö�×»Ö�Þ=Ö<;¡ß9Õ�ç�ßªØ�à�Ó�âFÚLà�ß³ð�ß«ã«Ü�Õ·Ö¿ÓR×oÕ·Ö�Þ-ß 0g�#5����)�g�25���9
â�ä-ÜZÙ´Ö�×»Ø=ÚLà�àFÕ·çZßaÚLà�à¿ÓLå:ß¡Ý=Ô³ß«Ù�Ó�Ü�Ô³ã«ß¡Ù:Ú�×�Ý$âWß«ØRÖ�×»×�Ö�×»ØaÖ�×jÕ·çZß�Ù�ÚLÞ-ß�Õ·Ö�Þ-ßRé

B



ZªÓ�Õ�ß�Õ�çZÚCÕ�Ö�×#GJILKNMOM�â8RQëKÕ�ç�ß�Õ³Ú�Ù¨æ=Ù�ãlç�ß«Ý»Ü»à�Ö�×»Ø!Ö�Ù�×�Ó�Õ�Þ$Ú�Ý»ß¹Ú�ã«ã«Ó�ÔlÝ»Ö�×»Ø!Õ�Ó2Õ�ç�ß¹ß�ðbß¡ã�Ü»Õ·Ö¿Ó�×oÕ�ÖÀÞ-ßªÓ�ÛÎÙ·Ó�Ô·Õ�Ö�×»Ø
ni

Ý�ÚCÕ³Ú
â�Ü»Õ�Ú�ã«ã¡Ó�Ô³Ý�Ö�×»Ø�ÕlÓ�Õ·çZß

ni

Ù·Ö<;¡ß¡Ù«é
ïrß-Þ$Ú�Ý»ß-ÚL×fß¡Ù¨Õ�ÖÀÞ$ÚLÕ·Ö¿Ó�×fÓ�Û:Õ·çZß-ß³ð�ß¡ã�Ü�Õ�Ö¿Ó�×HÕ·Ö�Þ-ß�âFÚ�Ù·ß¡ÝHÓR×�Õ·çZß�Õ·Ö�Þ-ß=ã«ÓRÞoá�à¿ß³ðbÖÀÕ¨ä�Ó�Û�Õ�ç�ß=Ù�Ó�Ô�Õ·Ö�×»Ø,ÚLà�Ø�Ó�Ô�ÖÀÕ�ç»Þpé
��Ü�Õ¡ëFÚL×�Ý/Õ�ç»Ö¿Ù:á]Ó�Ö�×TÕªåªÖÀà�àWâ]ß�Õ�ç�ß2Þ$ÚLÖ�×pÝ�Ö¿Ù�ã�Ü�Ù·Ö¿Ó�×$áWÓRÖ�×TÕ�Ö�×jÕ·çZß2×�ß�ðKÕ�Ù�ß«ã�Õ·Ö¿Ó�×yëTÕ·çZß�áFÚCÔ�Õ·ÖÀÕ·Ö¿ÓR×»Ö�×»Ø�Ù¨Õlß³á�ã«ÓR×�Ù·Ö¿Ý»ß³Ô³Ù
á]Ó�Ô�Õ·Ö¿Ó�×ZÙ9Ó�Û�Ù·Ö<;¡ß

n/perfi

ë�åªç�ß�Ôlß
perfi

Ö¿Ù:Õ·çZß2Ù¨á]ß«ß¡ÝVÓ�Û^á»Ô³ÓKã¡ß«Ù�Ù·Ó�Ô
i
é

3 Discussion about the parallel execution time

ïrß�çFÚ«èKß
Ù�ß«ß«×�Õ�çZÚCÕ�Ö�×rÕ·ç�ßoãCÚ�Ù·ß�Ó�Û:ç�ß�Õ�ß³Ô³Ó�ØKß�×Zß«Ó�ÜZÙ�á�àÐÚCÕ·ÛÊÓ�ÔlÞ-Ù«ëWÝZÚCÕlÚ/ÚCÔlß
Ö�×»ÖÀÕ·ÖÐÚLà�à�äVÝ�Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâZÜ�Õ�ß¡ÝVá»Ô³Ó�á]Ó�Ô·Õ�Ö�ÓR×ZÚLà�à�ä
Õ�Ó=Õ·ç�ß�Ù¨á]ß«ß¡ÝpÓ�Û�á»Ô³ÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô³Ù«é � ç»Ö¿ÙªÖ¿Ù�Õ�ç�ß2á�Ôlß¡ã«Ó�×ZÝ�ÖÀÕ·Ö¿ÓR×/Ó�Û�Õ�ç�ß2á�ÔlÓ�â�à¿ß�Þpé9ïrß�Ø�ÜZÚCÔ�ÚL×TÕ¨ä=Õ�ç�ß�à¿Ó�Ú�Ý$âWÚLàÐÚL×�ã«Ö�×»ØoÓ�Û
å�Ó�Ô�æ/Ó�×pß¡Ú�ãlç$á�ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ôªß�ÖÀÕ�ç�ß³Ô�â�ä$Õ·ç�ß�Þ-ßCÚL×pÓ�Û-��Ò � ÒjÓ�Ô��#Ò»ê ��Õlß«ãlç»×�Ö¿ì�ÜZß«Ù¡é
ïrß�×�ÓLåuß³ð»ÚLÞ=Ö�×Zß:Õ·ç�ß¹ÖÀÞoáWÚ�ã³Õ�Ó�ÛWÕ·çZßªÖ�×»ÖÀÕ·ÖÐÚLà»Ý»Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâ�Ü»Õ·Ö¿Ó�×oÓ�ÔLëRÞ-Ó�Ôlß:á�Ôlß¡ã�Ö¿Ù�ß�à�äaÕ�ç�ßªÖ�ÞoáFÚ�ã³Õ�Ó�ÛWÕ�ç�ß�Ô³ß«Ý»Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâ�Ü»Õ·Ö¿Ó�×
Ó�Û:Ý�ÚCÕ³ÚTëWÓ�×rÕ·ç�ß�áFÚLÔ³ÚLà�à¿ß�à^ß³ð�ß«ã«Ü�Õ�Ö�ÓR×pÕ·Ö�Þ-ßRé�ïrßoÝ»ß�Õ�ß³ÔlÞ=Ö�×�ß2Õ�ç�ß
Ö�ÞoáFÚ�ã�Õ�Ö�×�Õlß³ÔlÞ-Ù!Ó�Û#Õ·çZß�åªÚ¡ä,Ó�Û#Ô³ß«Ù´Õ´ÔlÜ�ã�Õ·Ü�ÔlÖ�×»Ø
Õ·çZß�ã«ÓTÝ»ß2Ó�ÛyÕ�ç�ß�Þ-ß³Õ³ÚaáWÚCÔ�Õ·ÖÀÕ·Ö¿Ó�×�Ö�×»Ø�Ù�ãlç�ß«Þ-ß¹Õ�çZÚCÕ¹å�ß2çZÚ¡è�ß!Ö�×TÕ´Ô³ÓTÝ�Ü�ã¡ß«ÝjÚCâ]ÓLè�ß�é � çZß�×Vå�ß�ò¨Ü�Ù´Õ·ÖÀÛÐä=Õ�ç�ßaÚCá�á»Ô³Ó�Ú�ãlç
Ô�ÚCÕ·çZß³Ô�Õ·çFÚL×já»Ô³ÓKã¡ß«Ù�Ù´Ö�×�Ø�Õ�Ó-ÚaÔlß¡Ý�Ö¿Ù´Õ´ÔlÖ¶âZÜ�Õ�Ö�ÓR×-Ó�Û8Ý�ÚCÕ³ÚaåªçZß�×Vå�ß�Ù´ÕlÚLÔ·Õ!Ú�×�ß«å ß³ð�ß¡ã�Ü�Õ�Ö¿Ó�×Îé
: ×�á�Ôlß«èKÖ¿ÓRÜ�Ù�Ù�ß«ã³Õ�Ö¿Ó�×Îë�åªçZß�×�å�ß-çFÚ�Ý

N
Ý�ÚCÕ³Ú/Õ�ÓrÙ·Ó�Ô·Õ
ÓR×

p
á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�Ó�Ô³Ù�Ý»ß³áZÖ¿ã³Õ�ß¡Ý�â�ärÕ·ç�ß«ÖÀÔ�Ô³ß«Ù´áWß¡ã³Õ�ÖÀèKß-Ù´áWß¡ß«Ý�Ù

k1, · · · , kp

ë�å:ß2çFÚ�Ý/×�ß«ß¡Ý»ß¡Ý-ÕlÓ=Ý�Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâZÜ�Õ�ß¹Õ�Ó�á�ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô
pi

ÚL×VÚ�Þ-Ó�Ü»×TÕ
ni

Ó�Û8Ý�ÚCÕ³ÚaÙ·Ü�ãlçjÕ·çFÚCÕ
-

n1/k1 = n2/k2 = ..... = np/kp

0 ô 9
ÚL×ZÝ

n1 + n2 + .... + np = N
0�=O9

� ç�ß2Ù�Ó�à�Ü�Õ�Ö¿Ó�×$Ö¿Ù
-
n1 = N ∗ k1/(k1 + k2 + ... + kp)

n2 = N ∗ k2/(k1 + k2 + ... + kp)

. . . =
é¡é�é«é«é«é�é¡é�é«é�é¡é�é«é«é«é«é�é¡é�é«é«é«é�é¡é�é

np = N ∗ kp/(k1 + k2 + ... + kp)

ZªÓLå�ë#Ù·Ö�×�ã«ß�Õ�ç�ß/Ù·ß¡ì�ÜZß�×TÕ�Ö¿Ú�à9Ù�Ó�Ô�Õ�Ù�ÚCÔ³ß-ß�ðbß¡ã�Ü»Õ�ß«Ý�Ó�×
ni

Ý�ÚCÕ³ÚpÚCÕ
ni

à¿Ó�Ø
ni

Õ·Ö�Þ-ß-ã¡ÓRÙ´Õ 0QÚLá»á»Ô³ÓCðbÖ�Þ$ÚCÕ·Ö�è�ß«à�ä,Ù´Ö�×�ã¡ß
Õ·çZß³Ô³ß�Ö¿Ù!Ú=ã¡Ó�×ZÙ¨Õ³ÚL×TÕ¹Ö�×pÛ¿ÔlÓR×TÕ!Ó�Û8Õ�ç»Ö¿ÙªÕlß³ÔlÞ 9³ë�Õ·çZß³Ô³ß�Ö¿Ù¹×�Ó=ÔlßCÚ�Ù·ÓR×VÕ·çFÚCÕ�Õ�ç�ß�×ZÓKÝ�ß«Ù¹Õ�ß³ÔlÞ=Ö�×ZÚCÕlßaÚCÕ�Õ�ç�ßaÙlÚLÞ-ß2Õ�Ö�Þ-ß
Ù·ÖÀ×Zã«ß

n1/k1

à¿ÓRØ
n1 6= n2/k2

à¿Ó�Ø
n2 6= · · · 6= np/kp

à�ÓRØ
np

ÖÀ×jÕ�ç»Ö¿Ùªã¡Ú�Ù�ß�é
� ç�ß!Þ$ÚLÖ�×$Ö¿Ý�ß¡Ú!Õ·çFÚCÕªå:ß�Ý»ß«è�ß«à�Ó�á$×�ÓLå Ö�Ù9ÕlÓ
Ý»Ö�Ù´Õ´ÔlÖÀâ�Ü»Õ�ß�ÕlÓ
ßCÚ�ãlç-á�ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô�ÚL×VÚ�Þ-Ó�Ü»×TÕ:Ó�ÛyÝZÚCÕlÚ�á»Ô³Ó�á]Ó�Ô�Õ·Ö¿Ó�×FÚLàbÕlÓ
ni

à¿Ó�Ø
ni

Ö�×pÓ�Ô³Ý»ß³Ô:Õ�Ó
â]ß!á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�ß«Ý=â�äoÕ�ç�ß2Ù�ß«ìKÜ�ß«×TÕ·ÖÐÚLàWÙ·Ó�Ô·ÕlÙ«é � ç�ß!á�ÔlÓ�â�à¿ß�Þ Ö¿Ù�×�ÓLåuÕlÓoã«Ó�ÞoáZÜ�Õlß¹Õ�ç�ß!×�ß�åOÝ�ÚCÕ³Ú
Ù·Ö+;Cß«Ù

n ′

1, · · · , n ′

p

Ù´ÜZãlç$Õ�çZÚCÕ)-

n ′

1 + n ′

2 + · · · + n ′

p = N
0 > 9

ÚL×ZÝ/Ù·Ü�ãlçjÕ·çFÚCÕ
(n ′

1/k1)
à¿ÓRØ

n ′

1 = (n ′

2/k2)
à¿Ó�Ø

n ′

2 = · · · = (n ′

p/kp)
à¿ÓRØ

n ′

p

0�?�9

XÎÖÀÔlÙ´Õ�Ó�Û2ÚLà�àAë8å:ßjÙ·ç�ÓLå�Õ�çZÚCÕ�Õ·ç�Ö�Ù�×Zß�å+Ý»Ö�Ù´Õ´ÔlÖÀâ�Ü»Õ·Ö¿Ó�×�ã¡Ó�×bè�ß�Ô�ØKß«Ù2ÕlÓrÕ·ç�ß/Ö�×»ÖÀÕ·ÖÐÚLà�Ý�Ö¿Ù´Õ´ÔlÖÀâ�Ü�Õ�Ö¿Ó�×fåªç�ß«×
N
Õlß�×ZÝ�ÕlÓ

Ö�×/.»×�ÖÀÕ¨äRé � ç�ß!ÛÐÜ»×ZÝ�ÚLÞ-ß«×TÕlÚLàZÔ³ß¡Ú�Ù�Ó�×/Ö¿Ù:Õ·çZÚLÕ�àÀÖ�Þ
n→∞

nà¿Ó�Ø
n

=
à�Ö�Þ

n→∞
(n)
é

� ß�Õ�ÜZÙ�Ù´Ö�Þoá�à�äoã«ÓR×�Ù·Ö�Ý�ß³Ô9Õ·ç�ß�ã¡Ú�Ù·ß!Ó�Ûi=�á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�Ó�Ô³Ù9ÚCÕªÙ¨á]ß¡ß«Ý
k1, k2

Õ�Ó
Ø�ß�Õ9Õ�ç�ß!ÖÀ×TÕ�Ü»ÖÀÕ·Ö¿ÓR×oÕ·çZÚLÕ9Õ�ç�ß2Ý�Ö¿Ù´Õ´ÔlÖ¶âZÜ�Õ�Ö�ÓR×�Ù
ã«ÓR×bè�ß�Ô�ØKß�é � çZß[.�Ô³Ù¨Õ 0ÊåªçZß�×på�ß2ã«Ó�×ZÙ´Ö¿Ý�ß³Ô:Õ·ç�ß2Ö�×�Ö¶Õ�ÖÐÚLàFÞ-ß³Õ·çZÓTÝ�9:Ý�Ö¿Ù´Õ´ÔlÖ¶âZÜ�Õ�Ö�ÓR×-Ö¿Ù&-

n1 = N ∗ k1/(k1 + k2)

n2 = N ∗ k2/(k1 + k2)

D



ÚL×ZÝ/ã¡Ó�×�Ù�ß«ìKÜZß�×TÕ·à�ä
(k1/k2) = (n1/n2)

é
� ç�ß�×Zß�åtÝ�Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâZÜ�Õ·Ö¿ÓR×-Ö¿Ù&-

n ′

1 + n ′

2 = N

(n ′

1/k1)
à�ÓRØ

n ′

1 = (n ′

2/k2)
à¿Ó�Ø

n ′

2ÚL×ZÝ/ã¡Ó�×�Ù�ß«ìKÜZß�×TÕ·à�ä
(k1/k2) = (n ′

1

à¿Ó�Ø
n ′

1)/(n ′

2

à¿Ó�Ø
n ′

2) = (n ′

1/n ′

2) ∗ (
à¿Ó�Ø

n ′

1/
à¿Ó�Ø

n ′

2)
: Û

N
Ö�×�ã�ÔlßCÚ�Ù·ß¡Ù«ë�Õ·ç�ß«×

n1

ÚL×�Ý
n2

åªÖÀà�à#ÚLà¿Ù�Ó=Ö�×�ã³Ô³ß¡Ú�Ù·ßRé�íª×�Ý�Þ-Ó�Ô³ß2Õ·çZß�äpÖ�×�ã�ÔlßCÚ�Ù�ß�ë»Þ-Ó�Ôlß�Õ·ç�ß�Ô�ÚCÕ·Ö¿Ó-Ó�Û#à�ÓRØ=Õ�ß�Ô�Þ-Ù
Õ�ß«×�Ý�Ù:Õ�Ó ô é^I:ÓR×�Ù�ß«ìKÜ�ß«×TÕ·à�äRë�Õ·çZß�Ô³ÚCÕ�Ö¿Ó

n ′

1/n ′

2

Õlß�×�Ý�Ù:Õ�Ó
k1/k2

åªç»Ö¿ãlçVÖ�Ù�ß¡ì�ÜFÚLàWÕlÓ
n1/n2

é^I:Ó�×ZÙ·ß¡ìKÜ�ß�×TÕ�à�äRëTÞ-Ó�Ô³ß
N
Ö¿Ù�ç�ÖÀØ�çÎëKÞ-Ó�Ô³ß!Õ·ç�ß2ß�ðbß¡ã�Ü»Õ·Ö¿Ó�×/Õ·Ö�Þ-ß«ÙªÓ�Û�Ù�Ó�Ô�Õ�Ù:åªÖ�à�àWâ]ß2ã�à¿ÓRÙ�ß!ßCÚ�ãlçjÕ�ÓRØ�ß³Õ�ç�ß�ÔCé

Òbß¡ã«Ó�×ZÝ]ëKà¿ß³Õ9ÜZÙ9ã¡Ó�×ZÙ´Ö¿Ý»ß�Ô9Ù�Ó�Þ-ßª×bÜ�Þ-ß³ÔlÖ�ãCÚLà»ß�ð�Ú�Þoá�à¿ß«Ù#Õ�Ó�Ù·ß¡ß¹ÖÀÛÎÙ·ÓRÞ-ßªá�Ô³Ú�ã�Õ·Ö¿ã¡Ú�à�ã¡Ú�Ù·ß¡Ù�ã«ÓRÜ»à¿Ýoâ]ß�Ù·ÓRàÀèKß«Ý-ß�a-ã�Ö¿ß�×TÕ�àÀä
â�ä$ÓRÜ�Ô¹×�ß«å Þ-ß�Õ·ç�ÓTÝVÝ»ß¡Ù¨áZÖÀÕ�ß�Õ·ç�ß!ÛîÚ�ã�ÕªÕ·çFÚCÕ�Ú�Ù´äTÞoá�Õ�Ó�Õ�Ö¿ã¡ÚLà�à�ä=Ù¨á]ß¡ÚLæTÖ�×�Ø
ÖÀÕ¹Ö¿Ùªß«ìKÜ»Ö�è�ÚLà¿ß�×TÕ:Õ�Ó
Õ�ç�ß�á»Ô³ß�èTÖ¿Ó�ÜZÙ9ÓR×�ßRé
� ß�Õ

P1, P2

Õ¨å�Ó�á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�Ó�Ô³Ù9ãCÚCÔ³Ú�ã³Õ�ß�Ô�Ö<;Cß«Ý$â�ä=Õ·çZß�ÖÀÔ!Ù´áWß¡ß«Ý�Ù
k1 = 1, k2 = 6

Ô³ß«Ù´áWß¡ã³Õ�ÖÀèKß�à�ä/ÚL×ZÝjà�ß�Õ
N = 321

é � ç�ß
.�Ô³Ù¨Õ¹Þ-ß�Õ·çZÓKÝ/ØRÖ�èKß«Ù

n1 = 46
ÚL×�Ý

n2 = 275
åªçZß³Ô³ß¡Ú�Ù9Õ·çZß�Ù·ß¡ã«ÓR×�Ý-Þ-ß�Õ·çZÓKÝjØ�ÖÀèKß«Ù[0QÚLá»á»Ô³ÓCðbÖ�Þ$ÚCÕ·Ö�è�ß«à�ä89�-

n ′

1 = 64 ((64
à¿Ó�Ø

64)/1 = 64 ∗ 6 = 384)

n ′

2 = 257 ((257
à¿Ó�Ø

257)/6 = (257 ∗ 9)/6 = 385, 5)

� ç�ß/Ô�ÚCÕ·Ö¿Ó
k1/k2 = 0, 1666

åªçZß³Ô³ß¡Ú�Ù
Õ�ç�ßjÔ�ÚCÕ·Ö¿Ó
n ′

1/n ′

2 = 0, 249
é � ç�ßjÜ»×TâWÚLàÐÚL×�ã¡ß-Ö¿Ù

1 − 0.1666/0.249 =

37 � éCé«é´åªç�Ö¿ãlç/Ö¿Ù�Ö�Þoá]Ó�Ô�ÕlÚL×TÕCé
ZªÓLå�ëyÖ¶Û:å:ß=ã¡Ó�×ZÙ´Ö¿Ý»ß�Ô�Þ Qß�ØKÚoâ�ä�Õlß«Ù¡ëÎà¿ß³Õ

N = 408M
é � ç�ß .�Ô³Ù´Õ�Ý»Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâ�Ü»Õ·Ö¿Ó�×�Ö�Ù

n1 = 58M
ÚL×ZÝ

n2 = 350M
é

� ç�ß2Ù�ß«ã¡Ó�×�ÝjÝ�Ö¿Ù´Õ´ÔlÖÀâ�Ü�Õ�Ö¿Ó�×-Ö¿Ù
-

n ′

1 = 64M ((64M
à¿Ó�Ø

64M)/1 = 64M ∗ 26 = 1744830464)

n ′

2 = 344M ((344M
à¿Ó�Ø

344M)/6 = (344M ∗ 29)/6 = 1743432362)

� ç�ß�Ü�×TâFÚLàÐÚL×Zã«ß�ÛîÚ�ã�Õ�Ó�Ô¹Ö�Ù�×ZÓLå
1 − 0.166/0.186 = 11 � é

XÎÖ�×ZÚLà�à�äRëbà¿ß³Õ!Ü�Ù�ã¡Ó�×ZÙ´Ö¿Ý»ß�Ô�Õ·ç�ß�ã¡Ú�Ù�ß�Ó�Û^K!Ö�ØKÚ�â�äKÕ�ß¡Ù!ÚL×ZÝVà�ß�Õ
N = 419G

é � ç�ß[.�Ô³Ù¨Õ�Ý�Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâZÜ�Õ·Ö¿ÓR×/Ø�ÖÀèKß«Ù
n1 = 60GÚL×ZÝ

n2 = 359G
é � çZß2Ù·ß¡ã«Ó�×ZÝ/Ý»Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâ�Ü»Õ·Ö¿Ó�×ZÙ#Ø�ÖÀèKß«Ù
-

n ′

1 = 64G ((64G
à¿ÓRØ

64G)/1 = 64G ∗ 36 = 2.473.901.162.496)

n ′

2 = 355G ((355G
à�ÓRØ

355G)/6 = (355G ∗ 39)/6 = 2.477.659.258.880)

� ç�ß
n ′

1/n ′

2

Ô�ÚCÕ�Ö�Ó
Ö¿Ù
0, 180

ë�Õ·çbÜZÙ:Õ·çZß!Ü�×TâFÚLàÐÚL×Zã«ß¹ÛîÚ�ã³ÕlÓ�ÔªÖ¿Ù�×�ÓLå
8 � é

ïrßjÚCÔ³ßo×�ÓLå ã«Ó�×bèTÖ�×�ã¡ß«ÝrÕ·çFÚCÕ�åªçZß�×
N
Õ�ß«×�Ý»Ù�Õ�ÓpÖ�×/.�×»ÖÀÕ¨äRëyÕ·çZß

n ′

1/n ′

2

Ô�ÚCÕ·Ö¿ÓjÕlß�×�Ý�Ù2Õ�Ó
1/6

ë�Õ�çZÚCÕ�Ö¿Ù2ÕlÓ,ÙlÚ«ärÕ�Ó
n1/n2

é ó Ó�Ô³ß«ÓLè�ß�ÔCëKå�ß�Õ·ç»Ö�×»æ-Õ·çFÚCÕªå:ß2çFÚ«èKß�Þ$ÚL×bä-Ù´ÖÀÕ�ÜZÚCÕ�Ö�ÓR×�Ù�Õ·çFÚCÕ¹ã«Ó�Ü�à¿Ý-â]ß�×Zß$.�ÕªÛ¿Ô³Ó�Þ Ó�Ü»ÔªÓ�á»Õ�ÖÀÞ=Ö<;LÚCÕ·Ö¿Ó�×yé

4 Computation of the optimal sizes (2 processor case)

ïrß�ÚCÔ³ß�Ø�ÓRÖÀ×�Ø�Õ�Ó-ã¡Ó�Þoá�Ü»Õ�ß�Õ�ç�ß
n ′

i

Ù´Ö<;¡ß¡Ù�â�äpÚCá»á�ÔlÓCðbÖ�Þ$ÚCÕ·Ö�×�ØaÕ·çZß�Ù�Ó�à�Ü�Õ�Ö¿Ó�×/Õ·ç�Ô³Ó�Ü�ØRç�Ú � Ú¡äKà¿Ó�Ô�Ý»ß�èKß�à¿Ó�áZÞ-ß�×TÕ�ÛÊÓ�Ô
Õ·çZß�à�ÓRØoÛÐÜ»×Zã³Õ·Ö¿ÓR×Îé ZªÓ�Õlß�Õ·çZÚLÕ�åªÖÀÕ�ç,Ó�Ü�ÔªÖ�×»ÖÀÕ�Ö¿Ú�àZÞ-ß�Õ·çZÓKÝjå�ß�çZÚ¡è�ß

ni = N
ki

(k1 + · · · + km)

é

� ß�Õ¹Ü�Ù].»×ZÝ
n ′

i

Ü�×�Ý�ß³Ô�Õ·çZß�ÛÊÓ�Ô�Þ
n ′

i = N
ki

k1 + . . . + km

+ ai

Nà¿Ó�Ø
N

é
� ç�ß�Ö¿Ý»ßCÚ�Ö¿Ù:Õ�Ó�á�ÔlÓTÝ»Ü�ã«ß�Ú
×�ß�å Õ�ß�Ô�Þ Ó�Û^ÛÊÓ�ÔlÞ

ai
N� ���

N

ã«ÓRÞoá�à¿ß�Þ-ß«×TÕ·Ö�×»Ø2Õ�ç�ß�á�Ôlß«èKÖ¿ÓRÜ�Ù:Ý�Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâZÜ�Õ·Ö¿ÓR×Îé
: ×VÛîÚ�ã³ÕCë»å�ß�åªÖ�à�àÎ×�ÓLåtã«ÓRÞoá�Ü»Õ�ß!Õ·çZß

ai

Õ�ß�Ô�Þ-Ù�Ü�×»Ö¿ìKÜ�ß�à�ä=ÛÊÓ�Ô¹Õ·çZßaã¡Ú�Ù·ß2Ó�Û�Õ¨å�Ó�á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�Ó�Ô³Ù«é ó Ó�Ôlß¡ÓLè�ß³ÔLëbÖÀÕ¹Ö¿Ù¹ã�à¿ß¡ÚLÔ
Õ·çFÚCÕ�Õ·çZß�Ù´Ü�Þ Ó�Û

ai

Õ�ß�Ô�Þ-Ù:Ö¿Ù�×bÜ»à�à]Ù·ÖÀ×Zã«ß�Õ·çZß�Ù´Ü�Þ+Ó�Û
ni

Õ�ß³ÔlÞ-Ù�Ö¿Ù�Ö�×bè�ÚLÔ�ÖÐÚL×TÕªÚL×�Ý/Ö¿Ùªß«ìKÜZÚLà]Õ�Ó
N
é

F



Theorem 2
� !2�\5)�/��
&� (����#5P	��,�@�����O�
� 	�� �����)	�

��
)�2	�� 	�� ��5/�)!\��
&�S���)���'��
E�b3\5 	�� � ��
&�S���)���'��
)�\�'�(���
	��)
E� 3

�g�2�&�,�
k1, k2 ∈ : Z 5�� �N3���
\5���
&��
'�n�
� �����O�E� 3

n
�/5P	�5#5�
�� �

n1 = n
k1

k1 + k2

+
nà¿ÓRØ

n

à�ÓRØ (

k2

k1

)

k1k2

(k1 + k2)2

5�� �

n2 = n
k2

k1 + k2

+
nà¿ÓRØ

n

à�ÓRØ (

k1

k2

)

k1k2

(k1 + k2)2

�

Proof:
ïrß2×Zß«ß«ÝVÙ�Ó�Þ-ß�Ù´çZÓ�Ô�Õ�ã«Ü�Õ�Ù¡é � ß³Õ

	 α1 = k1/(k1 + k2)

	 α2 = k2/(k1 + k2)

	 α = k1k2/(k1 + k2)

	 a1

ÚL×ZÝ
a2

â]ß�Õ·çZß!Õ¨å:ÓoÜ�×�æb×�ÓLåª×/Õ�ß�Ô�Þ-Ù

� ß�Õ¹Ü�Ù:Ô³ß«ã¡Ú�àÀàFÕ�ç�ß!ÛÊÓ�à�à¿ÓLåªÖ�×»Ø � Ú¡äTà¿Ó�Ô¹Ý»ß«è�ß�à¿Ó�á�Þ-ß�×TÕlÙ&-

	 � Ú¡äTà¿Ó�Ô ( à¿Ó�Ø (1 − x)) = −x − 1/2 ∗ x2 − 1/3 ∗ x3 − 1/4 ∗ x4 − 1/5 ∗ x5 − 1/6 ∗ x6 + O(x7)

	 � Ú¡äTà¿Ó�Ô ( à¿Ó�Ø (1 + x)) = x − 1/2 ∗ x2 + 1/3 ∗ x3 − 1/4 ∗ x4 + 1/5 ∗ x5 − 1/6 ∗ x6 + O(x7)

ïrß�á�ÔlÓTã¡ß«ß«Ý$â�ä$ß¡ì�Ü�Ö�è�Ú�à�ß«×�ã¡ß!Ù´ÕlÚCÔ�Õ·Ö�×�Ø�Û¿Ô³Ó�Þ+Õ·ç�ß!ÛîÚ�ã�Õ�ß³ðTá»Ô³ß«Ù�Ù·ÖÀ×�ØaÕ�çZÚCÕ�Õ·çZß�ß³ð�ß«ã«Ü�Õ�Ö�ÓR×$Õ�Ö�Þ-ß«Ù¹ÚCÔ³ß�Ö¿Ý�ß�×TÕ·Ö¿ãCÚLà4-

(n1

à¿Ó�Ø
n1)/k1 = (n2

à¿Ó�Ø
n2)/k2 ⇐⇒

((α1n + a1)
à¿Ó�Ø

(α1n + a1))/k1 − ((α2n + a2)
à¿Ó�Ø

(α2n + a2))/k2 = 0 ⇐⇒

k2(α1n + a1)
à¿Ó�Ø

[α1n(1 + a1/(α1n)] − k1(α2n − a1)
à¿Ó�Ø

[α2n(1 − a1/(α2n)] = 0 ⇐⇒

k2α1n
à¿Ó�Ø

(α1n) + k2a1

à¿Ó�Ø
(α1n) + k2α1n

à¿ÓRØ
(1 + a1/(α1n))+

k2a1

à¿Ó�Ø
(1 + a1/α1n)−

0ÐÕ�ç»Ö¿Ù:Õ�ß�Ô�Þ Ö�Ùªã«à¿ÓRÙ�ß�ÕlÓ_M�åªçZß�×Vå�ß�ÕlÚCæTß�Õ·ç�ß � Ú¡äKà¿Ó�ÔªÝ�ß�èKß�à¿Ó�áZÞ-ß�×TÕ¡ëTÙ�Ó
å�ß�×�ß«ØRà�Ö¿Ù´ç/Ö¶Õ$9
k1α2n

à¿Ó�Ø
(α2n) + k1a1

à¿Ó�Ø
(α2n) − k1α2n

à¿ÓRØ
(1 − a1/(α2n)) + k1a1

à¿Ó�Ø
(1 − a1/(α2n))

0ÐÕ�ç»Ö¿Ù:Õ�ß�Ô�Þ Ö�Ùªã«à¿ÓRÙ�ß�ÕlÓ_M�åªçZß�×Vå�ß�ÕlÚCæTß�Õ·ç�ß � Ú¡äKà¿Ó�ÔªÝ�ß�èKß�à¿Ó�áZÞ-ß�×TÕ¡ëTÙ�Ó
å�ß�×�ß«ØRà�Ö¿Ù´ç/Ö¶Õ$9
⇐⇒

αn
à�ÓRØ

(α1n/(α2n)) + α
à¿Ó�Ø

((1 + a1/(α1n))/(1 − a1/(α2n)))+

k2a1

à¿Ó�Ø
(α1n) + k1a1

à¿Ó�Ø
(α2n) = 0 ⇐⇒

0ÊïHß�Ü�Ù�ß � Ú¡äTà¿Ó�ÔªÝ»ß�èKß�à¿Ó�áZÞ-ß�×TÕ:ç�ß³Ô³ß!ÛÊÓ�Ô¹à¿Ó�Ø�Ù 9
αn

à�ÓRØ
(k1/k2) + αn(a1/(α1n) + a1/(α2n)) + k2a1

à¿Ó�Ø
(α1n) + k1a1

à¿Ó�Ø
(α2n) = 0 ⇐⇒

αn
à�ÓRØ

(k1/k2) + αna1/n((k1 + k2)2/(k1.k2)) + a1(k1

à¿Ó�Ø
(α1n) + k1

à¿Ó�Ø
(α2n)) ⇐⇒

αn
à�ÓRØ

(k1/k2) + a1[(k1 + k2) + k2

à¿ÓRØ
(α1n) + k1

à¿Ó�Ø
(α2n)] = 0 ⇐⇒

a1 =
k1k2/(k1 + k2)n

à�ÓRØ
(k2/k1)

(k1 + k2) + k2

à¿ÓRØ
(α1n) + k1

à¿Ó�Ø
(α2n)

0�BO9

� Ó/Ó�âZÙ�ß³Ôlè�ß�Õ�ç�ß�Ôlß¡Ù´Ü�àÀÕ¡ëFå:ß
çZÚ¡èKßa×�ÓLå�Õ�ÓjÙ´çZÓLå¥Õ·çFÚCÕ!Õ�ç�ß�Ý»ß«×�Ó�Þ=Ö�×FÚCÕ�Ó�Ô�Ö¿Ù�ã«à¿ÓRÙ�ß�Õ�Ó
(k1 + k2)

à¿Ó�Ø
(n)

åªç»Ö¿ãlç�Ö¿Ù
×�Ó�Õªè�ß³Ôlä$Ý»Ö a-ã«Ü»àÀÕ�Õ�ÓoÓ�â�ÕlÚLÖ�×Îé : ×VÕ·ç�Ö�ÙªãCÚ�Ù�ß�ëTå:ß�Ó�â»Õ³ÚLÖ�×$Õ�ç�ß�ÚCÛÊÓ�Ô³ß�Þ-ß«×TÕ·Ö¿Ó�×Zß«ÝoÔ³ß«Ù·Ü»àÀÕ)-

�



a1 =
k1k2

(k1 + k2)2

à¿Ó�Ø
(k2/k1)

nà¿Ó�Ø
n

0�DO9

ítÙ´Ö�Þ=Ö�àÐÚCÔªã«Ó�ÞoáZÜ�Õ³ÚCÕ·Ö¿Ó�×$à�ßCÚ�Ý»Ù9ÕlÓ�Õ·ç�ß�è�ÚLà�Ü�ß2Ó�Û
n2

é

4.1 Summarize

� Ó�Ù·Ü»Þ=Þ$ÚLÔ�Ö<;¡ßRë�å�ß�á»Ô³Ó�á]Ó�Ù·ß¹Õ�ÓoÜ�Ù�ß!Õ·çZß�ÛÊÓRà�à�ÓLåªÖ�×�Ø�è�ÚLà�Ü�ß¡Ù�ÛÊÓ�Ô
n1, n2

-

n1 = n
k1

k1 + k2

+
nà¿ÓRØ

n

à�ÓRØ (

k2

k1

)

k1k2

(k1 + k2)2

ÚL×ZÝ

n2 = n
k2

k1 + k2

+
nà¿ÓRØ

n

à�ÓRØ (

k1

k2

)

k1k2

(k1 + k2)2

é

4.2 Examples

� Ó�Ö�à�à�Ü�Ù´Õ´Ô�ÚCÕ�ß/Ó�Ü�Ô=ãlç�ÓRÖ¿ã«ß«Ù¡ë8à¿ß³Õ�� Ù�Ø�Ó�Õ�ÓfÚCá�á�à�äfÓ�Ü»Ô�ÛÊÓ�Ô�Þ�Ü»àÐÚ/ÛÊÓ�Ô
k1 = 1, k2 = 6

ÚL×ZÝ�ÛÊÓ�Ô > Ý�Ö+*Wß³Ô³ß�×TÕoè�ÚLà�Ü�ß«Ù
Ý�Ö+*Wß³Ô³ß�×TÕlß«Ù�ÛÊÓ�Ô�×Îé � ç�ß�Bjã«Ó�à�Ü�Þ=×�Ù�Ó�Û:ßCÚ�ãlçHÚCÔ�Ô�Ú«ä,ã¡Ó�Ô�Ôlß¡Ù¨á]ÓR×�ÝjÕ�Ó

n1, n2

ÛÊÓRàÀà¿ÓLåªÖ�×»Ø-Õ�Ó > Þ-ß�Õ´ÔlÖ¿ã«Ù!Õ�ÓVß«Ù´Õ·Ö�Þ$ÚCÕlß
Õ·çZß!â�ÖÐÚ�Ù¡é � çZß�.�Û¿Õ·ç,ã¡Ó�à�Ü»Þ=×Vã«Ó�Ô·Ô³ß«Ù´á]Ó�×�Ý=Õ�Ó
Õ·çZß�ß³Ô�ÔlÓ�Ôªã¡Ó�ÞoáWÚCÔ�Ö�×�Ø�Õ�Ó
Õ·çZß2Ó�á»Õ�Ö�Þ$ÚLà]Ù·ÓRà�Ü�Õ·Ö¿ÓR×ÎëKç�ß³Ô³ß

1/6
é

� ç�ßjÙ�ß«ã«ÓR×�Ý4à�ÖÀ×Zß$ã¡Ó�Ô�Ôlß¡Ù¨á]Ó�×ZÝ»ÙaÕ�Ó�Ú�ã¡Ó�Þoá�Ü»Õ·Ö¿Ó�×4Ó�Û
n1, n2

Ù�ß³áWÚCÔ�ÚCÕ�ß«àÀä�é � ç�ß/Õ�ç»ÖÀÔlÝ�à�ÖÀ×Zß/ã¡Ó�Ô�Ôlß¡Ù¨á]ÓR×�Ý»Ù�Õ�ÓrÕ·çZß
ã«ÓRÞoá�Ü»ÕlÚCÕ�Ö�ÓR×�Ó�Û

n1

ëRÕ�ç�ß«×
n2 = n−n1

ÚL×ZÝ�Õ·ç�ßªÛÊÓ�Ü�Ô�Õ·ç=à�Ö�×�ßªã¡Ó�Ô�Ôlß¡Ù¨á]ÓR×�Ý�Õ�Ó�Õ�ç�ß¹ã¡Ó�ÞoáZÜ�ÕlÚLÕ·Ö¿Ó�×oÓ�Û
n2

.�Ô³Ù¨ÕCëRÕ�ç�ß«×
n1 = n − n2

é
×�� ? ô �OMbéJM

n1 n2 (n2 + n1 − n)/n 1/6 ⇒ n1/n2 (n2 + n1 − n)/n − 1.0/6.0

708.79 3583.02 0.02429984 1/6 ⇒ 0.1978191 −0.1423668

708.79 3481.20 0.0 1/6 ⇒ 0.2036048 0.03693820

606.97 3583.02 0.0 1/6 ⇒ 0.1694028 0.00273619

×�� ? ô �OMOM�MbéJM

n1 n2 (n2 + n1 − n)/n 1/6 ⇒ n1/n2 (n2 + n1 − n)/n − 1.0/6.0

66958.24 359585.19 0.0180034 1/6 ⇒ 0.1862096 −0.14866

66958.24 352041.75 0.0 1/6 ⇒ 0.1901997 0.023533

59414.80 359585.19 0.0 1/6 ⇒ 0.1652315 −0.001435

×�� ? ô �OMOM�MOM�MOMbéJM

n1 n2 (n2 + n1 − n)/n 1/6 ⇒ n1/n2 (n2 + n1 − n)/n − 1.0/6.0

64487499.19 359441386.024 0.0117634 1/6 ⇒ 0.17941 −0.1549

64487499.19 354512500.806 0.0 1/6 ⇒ 0.18190 0.015238

59558613.9757 359441386.024 0.0 1/6 ⇒ 0.16569 −0.0009689

ïrß�×ZÓ�Õ�ß�Õ·çFÚCÕ�ÖÀ×Vãlç�ÓTÓ�Ù´Ö�×»ØN.»ÔlÙ´Õ�Õ�Ó�ã«Ó�ÞoáZÜ�Õlß
n2

Õ�ç�ß«×$ÕlÓ
Ù�ß³Õ
n1 = n − n2

å�ß�Ø�ß�Õ9Õ�ç�ß!Þ=ÖÀ×�Ö�Þ$ÚLà»âZÖÐÚ�Ù:Ú�×�Ý$ß«è�ß«×
å�ß�ØKß³Õ

n1/n2

Ô�ÚCÕ�Ö�Ó�Ù�à¿ÓLå�ß³Ô9Õ·çZÚ�×
1 � Ó�Û]Õ�ç�ß�Ó�á»Õ�Ö�Þ$ÚLà

1/6
è�ÚLà�Ü�ßRé : ×pÚL×bä-ã¡Ú�Ù·ß¡Ù«ë�Õ·çZß�ÚCá�á»Ô³ÓCðbÖÀÞ$ÚLÕ·Ö¿Ó�×ZÙ�ÚLÔlß!Ø�ÓTÓTÝ]é

�



5 General case

: ×,Õ�ç»Ö¿Ù!Ù�ß«ã�Õ·Ö¿Ó�×�å:ß
ã«Ó�ÞoáZÜ�Õlß2Õ·çZß
Ó�á»Õ·Ö�Þ$ÚLà^Ù´Ö<;Cß«Ù¹Ö�×�Õ·ç�ß�Ø�ß«×�ß³Ô�ÚLà^Ó�Û:ÚL×bäV×bÜ�Þ�â]ß³Ô�Ó�Û8á»Ô³ÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô³Ù«é�ïrß�Ôlß«Ü�Ù�ß2Õ·çZß
á»Ô³ß�èTÖ¿Ó�ÜZÙ�Ú�Ù�Ù´Ü�Þoá»Õ�Ö�ÓR×�ÙªÚL×ZÝVÕ�ß¡ãlç»×»Ö¿ìKÜ�ß¡Ù«é � ß³Õ2Ü�Ù!Ú�Ù·Ù·Ü»Þ-ß�Õ�çZÚCÕ

K
Ö¿ÙªÕ·çZß�Ù·Ü»Þ Ó�Û8Õ�ç�ß2Ô³ß�àÐÚCÕ�Ö�è�ßaÙ´á]ß«ß«Ý�Ù

ki

Ó�Û9Ú
pá»Ô³ÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�ÔªÙ´äbÙ´Õ�ß«Þpé � çZß�á»Ô³Ó�âZà�ß«Þ�Ö¿Ù:Ý�ß³áZÖ�ã�Õ�ß¡Ý-â�ä$Õ·ç�ß!ÛÊÓRàÀà¿ÓLåªÖ�×»Ø > ß«ìKÜZÚCÕ�Ö¿Ó�×�Ù
-

ni =
ki

K
N + εi, (1 ≤ i ≤ p)

0 FS9

p∑

i=1

εi = 0
0 � 9

ni

à¿Ó�Ø
ni

ki

=
nj

à¿Ó�Ø
nj

kj

, (1 ≤ i, j ≤ p)
0 �O9

ZªÓ�Õ�ß=ÚLØKÚ�ÖÀ×,Õ·çZÚLÕ � ìKÜFÚCÕ·Ö¿Ó�× � ÙlÚ¡äbÙ�Õ�çZÚCÕ�Õ·çZß
Ù·Ü»Þ Ó�Û#Õ�ç�ß�ã«Ó�Ô�Ô³ß«ã³Õ�Ö�×»Ø=ÛîÚ�ã�Õ�Ó�Ô�Ù·ç�ÓRÜ»à¿ÝVâ]ß
×bÜ»à�àÎâ]ß¡ã¡ÚLÜZÙ·ßaÕ·ç�ßoÙ·Ü»Þ
Ó�Û�Õ�ç�ß

ni

Ö¿Ù�ÖÀ×bè�ÚCÔlÖÐÚL×TÕaÚL×�Ý�Ö¿Ù�ß¡ìKÜZÚLà�Õ�Ó
N
épïrß/Ý»ß«è�ß�à¿Ó�á � ì�ÜFÚCÕ·Ö¿ÓR× �pÚL×�Ý�å�ß=Ô³ß�ÜZÙ·ß�Õ�ç�ß-ÙlÚLÞ-ß�ÛîÚ�ã�Õ�Ù�Ý»Ü�ÔlÖ�×»Ø

Õ·çZß�ÚLá»á»Ô³ÓCðbÖ�Þ$ÚCÕ·Ö¿Ó�×/Õ·çFÚCÕ!å�ß
çZÚ¡è�ß
Ý»Ó�×Zß�Ö�×,Õ�ç�ß�á»Ô³ß�èTÖ¿Ó�Ü�Ù�Ù·ß¡ã³Õ·Ö¿ÓR×Îé : ×fÚL×ZÓ�Õ·çZß³Ô�å�Ó�Ô³Ý»Ù¡ëFå:ßaá»Ô³ÓTã«ß«ß¡ß«Ý�Ú�ØKÚLÖ�×pâ�ä
ß«ìKÜ�ÖÀè�ÚLà¿ß«×�ã«ßRé

kj

(

ki

K
N + εi

) à¿Ó�Ø (

ki

K
N + εi

)

= kj

(

kj

K
N + εj

) à¿ÓRØ (

kj

K
N + εj

)

⇐⇒

kikj

K
N

[ à¿ÓRØ (

ki

K
N + εi

)

−
à¿Ó�Ø (

kj

K
+ εj

)]

+ kjεi

à�ÓRØ (

ki

K
N + εi

)

− kiεj

à¿Ó�Ø (

kj

K
N + εj

)

= 0

⇐⇒

kikj

K
N

[ à¿ÓRØ (

ki

kj

)

+
εiK

kiN
−

εjK

kjN

]

+ kjεi

à¿Ó�Ø (

ki

K
N

)

− kiεj

à¿Ó�Ø (

kj

K
N

)

= 0

⇐⇒

kikj

K
N
à¿Ó�Ø (

ki

kj

)

+ εi

[

kj + kj

à¿Ó�Ø (
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à¿Ó�Ø (
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

 +
k1

Kk1

N

p∑

j=2

kj
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1 +
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à¿Ó�Ø (
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
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à¿Ó�Ø (
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
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Verification:
ÛÊÓ�Ô2Õ�ç�ß_=$á»Ô³ÓKã¡ß«Ù�Ù·Ó�ÔlÙ!ã¡Ú�Ù�ß
å:ß�Ø�ß�Õ2Õ·ç�ß
á�Ôlß«èKÖ¿ÓRÜ�Ù�Ôlß¡Ù´Ü�à¶Õ

ε1 =
Nà�ÓRØ

N

à¿ÓRØ (

k2

k1

)

k1k2

(k1 + k2)2

Ú�Ù
ß³ðTá]ß«ã�Õ�ß¡Ý]é

6 Experimental results

: ×pÓ�Ô³Ý»ß³Ô:Õ�Ó
Ø�ß�Õ�Õ´Ô³ß�×�Ý�Ù9Û¿ÔlÓRÞ+Ó�Ü»Ô:×Zß�åváWÚCÔ�Õ·ÖÀÕ·Ö¿Ó�×�Ö�×»ØaÙ�ãlç�ß�Þ$Úbë�å�ß�çZÚ¡è�ß!Þ-ÓTÝ�Ö+.�ß«Ý/Ó�×Zß!Ó�Û^Ó�Ü»Ô¹ã«ÓTÝ»ß�G I !�X M > RyÚL×ZÝ
å�ß�çFÚ«èKß#ß³ðTá]ß³ÔlÖ�Þ-ß�×TÕlß«Ý�Ó�×oÚH=�á�ÔlÓTã¡ß«Ù�Ù·Ó�ÔyÙ´äbÙ´Õ�ß«Þ 0�=¹í¹à¶áZçZÚH= ôRô D�? �-� BOD:á�ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô³Ù��#ÚCÕ B >O> ó ç%;8Ö�×TÕ�ß�Ôlã¡Ó�×�ß¡ã³Õlß«Ý
åªÖÀÕ·ç#X�Ú�Ù¨Õ � Õ�ç�ß�Ô�×Zß³Õ�Ü»×�Ý�ß³Ô ó � : 9³é
� ç�ß�ã¡ÓTÝ»ß�Ö¿Ù¹ÚL×pÖ�Þoá�à¿ß�Þ-ß«×TÕlÚCÕ�Ö�ÓR×$Ó�Û ��ÚCÔ�ÚLà�à�ß«à]Ò�ÚLÞoá�à¿ß2ÒbÓ�Ô�Õ10���Ò�Ò/9:ÛÊÓ�Ô¹ç�ß³Õlß³Ô³Ó�ØKß�×�ß¡Ó�ÜZÙ#áZà¿ÚLÕ´ÛÊÓ�ÔlÞ-Ù¡é : Õ�Ö¿Ù¹ÚL×pÓRÜ�Õ�,
Ó�Ûn,¯ã«Ó�Ôlß:Ö�Þoá�à¿ß«Þ-ß�×TÕlÚLÕ·Ö¿Ó�×�âWß¡ã¡ÚLÜZÙ·ß:ÖÀÕ�ÜZÙ·ß¡Ù#Ó�×�àÀä ��� Ó�Û � í ó 0ÐÛÊÓ�Ô:ÚL×bä�á»Ô³Ó�â�à¿ß«Þ�Ù·Ö+;Cß
98ÚL×ZÝ �^Ó�à�äKá�çZÚ�Ù·ß9Þ-ß³ÔlØ�ß�Ù�Ó�Ô�Õ
Ú�ÙªÓRÜ�Ô¹Ù·ß¡ìKÜ�ß�×TÕ�ÖÐÚLà]Ù·Ó�Ô·Õ�Ö�×»Ø�Ú�àÀØKÓ�ÔlÖÀÕ·ç»Þpé
ïrß�Ù�ß³Õ!ÚLÔ·âZÖ¶Õ·Ô³ÚLÔ�ä
Õ·çZß�áWß�Ô·ÛÊÓ�Ô�Þ$Ú�×�ã«ß�è�ß¡ã³Õ�Ó�Ô�Õ�Ó

{1, 3}
0Ðá�ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô ô Ö¿Ù > Õ·Ö�Þ-ß«Ù9ÛîÚ�Ù´Õ�ß�ÔªÕ·çZÚ�×/á�ÔlÓTã¡ß«Ù�Ù·Ó�ÔLM�9:Ú�×�Ýjå:ß

Þ-ß¡Ú�Ù´Ü»Ôlß
Õ·çZß$Ù·Ö<;¡ß«Ù�Ó�Û�Ý�ÚLÕlÚjÓ�×�ßCÚ�ãlçf×�ÓTÝ�ß=Ý�Ü�ÔlÖ�×»ØjÕ·çZß-àÐÚ�Ù´Õ�Ù¨Õlß³á 0ÊÕ·çZß$Ù�ß«ìKÜ�ß«×TÕ·ÖÐÚLà�Ù�Ó�Ô�Õ·Ö�×»ØpÙ´Õ�ß�á292ÛÊÓ�Ô
Ó�Ü»Ô
×Zß�å
��� j'f p 0'p�h�f�z |Jp�j't�z]t$}$f�w'fgt�y'p/.Sy)h/,2flz]f�obp4y'u�f h4j'f 5So h�o^p�|��gfit�w�feobv4j[w't;5�flo$w�5[w'tbh�h�j'f f
	)fgvey)h�|Jt�w h�|�z]f

ôRô



ÚCá�á»Ô³Ó�Ú�ãlçpÚL×�ÝjÛÊÓ�Ô�Õ�ç�ß�á�Ôlß«èTÖ�ÓRÜ�ÙªÓR×�ß�éªïHß�ß�ðbß¡ã�Ü»Õ�ßaÓRÜ�Ô!ã¡ÓKÝ�ß«Ù¹ÛÊÓ�Ô2Ú�×pÖÀ×»á�Ü»Õ�Ù´Ö<;¡ß�Ó�Û ô MS? � B�FSD�Ö�×TÕ�ß«Ø�ß³Ô³Ù�åªÖÀÕ·çrÚ�×
ÓLè�ß�ÔlÙlÚLÞoáZàÀÖ�×�Ø2Ô³ÚCÕ�Ö¿Ó
Ó�Û D 0îÙ�ß«ß�GJI !OX M > R]ÛÊÓ�Ô!ÚL×pß�ðKáZàÐÚL×ZÚCÕ�Ö¿Ó�×/Ó�ÛÎÕ�ç�ß�Ô³Ó�à¿ß!Ó�ÛÎÕ�ç»Ö¿Ùªã«ÓTß$a-ã«Ö�ß«×TÕb9�é
í¹ã¡ã«Ó�Ô³Ý�Ö�×�Ø9ÕlÓ�ÓRÜ�ÔÎ×Zß�åfÙ·ãlçZß�Þ$ÚTëCå�ß#Þ-ß¡Ú�Ù´Ü»Ôlß8Ú�Ý»ß«èTÖ¿ÚLÕ·Ö¿Ó�×aÓ�Û

+6.7 � ÚL×�Ý
−2.6 � ã«Ó�ÞoáWÚCÔlÖÀ×�Ø�ÕlÓªÕ�ç�ß#Ó�á»Õ·Ö�Þ$ÚLàKÙ´Ö<;Cß«Ù

0ÊØ�Ö�è�ß�×,Ú�Ù
262144 + 15580 = 277725

Ö�×TÕ�ß�ØKß³Ô³ÙªÚL×�Ý
770851

Ö�×TÕ�ß�ØKß³Ô³Ù 9:ÚL×ZÝ$ÛÊÓ�Ô¹á»Ô³ÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�ÔHM=ÚL×�Ý ô Ô³ß«ã«Ö¶á�ÔlÓTãCÚLà�àÀä�é
� ç�ß¡Ù·ß!Ô³ß«Ù·Ü»àÀÕ�Ù�ã¡Ó�Ô�Ôlß¡Ù¨á]Ó�×ZÝ»Ù#Õ�Ó�Þ-ß¡ÚL×ZÙ«é
í¹ã¡ã«Ó�Ô³Ý�Ö�×�Ø�ÕlÓHÓRÜ�Ô=á�Ôlß«èKÖ¿ÓRÜ�ÙoÙ·ãlçZß�Þ$ÚTë9å:ßVÞ-ßCÚ�Ù·Ü�Ô³ßjÚHÝ»ß«èTÖ¿ÚLÕ·Ö¿Ó�×JÓ�Û

−13.4 � ÚL×�Ý
−1.5 � ã¡Ó�ÞoáFÚLÔ�Ö�×»Ø�Õ�ÓHÕ�ç�ß

Ó�á�Õ·Ö�Þ$ÚLà�Ù·Ö<;¡ß¡Ù60ÊØ�Ö�è�ß�× Ú�Ù
277725

Ö�×TÕ�ß«Ø�ß³Ô³Ù$ÚL×ZÝ FOFOM � B ô ÖÀ×TÕlß�ØKß³Ô³Ù 9oÚL×ZÝJÛÊÓ�Ô-á�ÔlÓTã¡ß«Ù�Ù·Ó�Ô M�ÚL×�Ý ô Ôlß¡ã�ÖÀá»Ô³ÓTã¡ÚLà�à�äRé
� ç�ß¡Ù·ß!Ô³ß«Ù·Ü»àÀÕ�Ù�ã¡Ó�Ô�Ôlß¡Ù¨á]Ó�×ZÝ»Ù#Õ�Ó�Þ-ß¡ÚL×ZÙ«é
� çbÜ�Ù¡ëÎå�ß�.»×ZÝ�Õ·çFÚCÕ�Ó�Ü»Ôa×�ß�å�Ù�ãlç�ß«Þ$Ú-Ý»ÓTß¡Ù�×�Ó�ÕaÖÀÞoá�ÔlÓLèKß
Ù·Ö�ØR×�Ö .Zã¡ÚL×TÕ�àÀäVÕ�ç�ßoà¿Ó�Ú�Ý�âWÚLàÐÚL×�ã¡ßaÛîÚ�ã³Õ�Ó�ÔaÛÊÓ�Ô �#Ò�ÒFé : Õ
Ö¿Ù�áWÚCÔ·Õ�à�ärß³ðTá]ß«ã�Õ�ß¡ÝHâWß¡ã¡ÚLÜZÙ·ßoå�ß=æb×ZÓLå�Õ�çZÚCÕ ��Ò�Ò�çZÚ�Ù«ëyâ�är×FÚCÕ·Ü»ÔlßRëÎÖ�Þoá]Ó�Ô�ÕlÚL×TÕaÝ�ß�èTÖÐÚCÕ·Ö¿Ó�×HÔ³ß�ØTÚCÔlÝ»Ö�×»Ø-Õ�ç�ß=à¿ÓKÚ�Ý
âFÚ�à¿Ú�×�ã�Ö�×�ØpÛîÚ�ã³ÕlÓ�ÔLé �ªß³Ô³ß/Õ·ç�ßVà¿ÓKÚ�Ý�âWÚLàÐÚL×�ã«Ö�×»ØpÛîÚ�ã�Õ�Ó�Ô-çZÚ�Ù=ÚrÝ»ß�èTÖÐÚCÕ�Ö�ÓR× Ó�Û2ÚCâ]ÓRÜ�Õ ô ? � 0ÊÖ�×JÞ-ß¡ÚL×29-ñ�å:ßVçFÚ«èKß
Þ-ß¡Ú�Ù´Ü»Ôlß¡Ý ô B � Ó�Û�Ý»ß«èKÖÐÚCÕ�Ö¿Ó�×VÓ�×,Ú1?�á�ÔlÓTã«ß¡Ù·Ù�Ó�Ô³Ù:Ù´äbÙ´Õ�ß�Þ G I !�X M > R^Ú�×�ÝVÚ�ã«ã¡Ó�Ô³Ý�Ö�×»Ø�ÕlÓ-Ú�á]ß�Ô·ÛÊÓ�Ô�Þ$ÚL×Zã«ß�è�ß«ã�Õ�Ó�Ô�Ù·ß�Õ
Õ�Ó

{8, 5, 3, 1}
é

: ×�ÛîÚ�ã³ÕCëRÙ´ÜZãlç�Ý�ß�èTÖÐÚCÕ·Ö¿ÓR×aÖ¿Ù8Ý�Ü�ß�Õ�Ó!Õ�ç�ß9×bÜ»Þ
âWß�Ô�Ó�ÛZÙ�ß�à¿ß«ã�Õ�ß¡ÝaáZÖÀèKÓ�ÕlÙ^ÚL×ZÝaÕ�ç�ß:åªÚ«äaÕ·ç�ß«ä
ÚCÔ³ß9Ù�ß�à¿ß¡ã³Õ�ß¡Ý]éyïrß�ã«ÓR×�ã�à�ÜZÝ»ß
Õ·çFÚCÕ�Ó�Ü»Ôa×�ß«å Ù�ãlç�ß«Þ$Ú$ãCÚL×�×�Ó�Õ�ã¡Ó�Þoá]ß�×ZÙ�ÚLÕ�ß�Õ�Ó�Õ³ÚLà�à�ä,Õ·çZß=Ý»ß«èKÖÐÚCÕ�Ö¿Ó�×�Ó�Û �#Ò�ÒFé-�ªÓLå:ß«è�ß�ÔCëyå:ßo×ZÓ�Õ·Ö¿ã¡ß�Õ�çZÚCÕaÖÀÛªå�ß
ã«ÓR×�Ù·Ö¿Ý»ß³Ô9ÖÀ×ZÝ�Ö�èTÖ¿Ý�ÜZÚ�àÀà�ä�Õ�ç�ß¹Ôlß¡Ù´Ü�à¶ÕlÙ�ÓR×/ß¡Ú�ãlç$×�ÓTÝ�ß�ëTÓ�Ü�Ô�Ù·ãlçZß�Þ$Ú!á�ÔlÓLèTÖ¿Ý»ß¡Ù8à¿ß«Ù�Ù�Ý�Ö¿Ù´á]ß³Ô³Ù´Ö¿Ó�×oÕ�çZÚL×-ÛÊÓ�Ô¹Ó�Ü»Ô�á»Ô³ß�èTÖ¿Ó�ÜZÙ
Ù�ãlç�ß�Þ$Úbé : Õ¹Ö¿Ù:á»Ô³Ó�Þ=Ö¿Ù·ÖÀ×�Ø»é
ïrß:ÚCÔ³ß#ã�Ü»Ô·Ô³ß�×TÕ�àÀä!ß³ðTá]ß³ÔlÖÀÞ-ß«×TÕ·Ö�×»Ø�åªÖÀÕ·ç �^ÚLÔ³ÚLà�à¿ß�àKÒbÓ�Ô�Õ]â�äaê!è�ß³Ô�áFÚLÔ·Õ�Ö¶Õ�Ö¿Ó�×»Ö�×�Ø�åªç»Ö¿ãlç�çFÚ�Ù]ØKÓKÓTÝ2á�ÔlÓ�á]ß³Ô�Õ·Ö¿ß«ÙFÖ�×2Õ�ß�Ô�Þ-Ù
Ó�Û]à¿ÓKÚ�Ý�âFÚLàÐÚL×Zã�Ö�×»Ø�ÚL×ZÝ-ß³ð�ß«ã«Ü�Õ�Ö�ÓR×oÕ·Ö�Þ-ß`GJI !OX M > RQé�ïHß!ÚCÔ³ßª×�ÓLåuã¡Ó�×bèTÖ�×�ã«ß¡Ý
Õ·çZÚLÕ9Ö�Þoá»Ô³ÓLè�ß«Þ-ß�×TÕ�Ù^Ö�×=á]ß³Ô�ÛÊÓ�ÔlÞ$ÚL×Zã«ß
ÚCÔ³ß!áWÓ�Ù·Ù·ÖÀâ�à¿ßªÛÊÓ�Ô�Ù´ÜZãlç$Õlß«ãlç�×»Ö¿ìKÜ�ß�é

7 Conclusion

: × Õ·ç»Ö¿Ù�áWÚCá]ß³Ôoå:ßVçFÚ«èKß/Ý�ß�Þ-ÓR×�Ù´Õ´Ô�ÚCÕ�ß¡Ýfç�ÓLå+Õ�Ó�Ó�á�Õ·Ö�Þ=Ö<;¡ß$Õ·ç�ßVÝZÚCÕlÚ�Ý�Ö¿Ù¨Õ·Ô�ÖÀâZÜ�Õ·Ö¿ÓR×�Ö�×�Õ�ç�ßpã¡Ú�Ù·ßjÓ�Û2Ù·Ó�Ô·Õ�ÖÀ×�ØrÓR×
ç�ß�Õ�ß�ÔlÓRØ�ß�×Zß«ÓRÜ�ÙZá�àÐÚCÕ·ÛÊÓ�ÔlÞ-Ù«é
��Ôlß«èKÖ¿ÓRÜ�Ù]å�Ó�Ô�æ�ÙyÓR×aÕ�ç»Ö¿ÙyÙ·Ü�âZò´ß«ã�ÕÎçZÚ¡èKß#ã«ÓR×�ã«ß«×TÕ´Ô�ÚCÕ�ß¡Ý�Õ·çZß�ÖÀÔ^ß�*FÓ�Ô·ÕlÙ^ÓR×aà¿Ó�Ú�Ý�âFÚLàÐÚL×Zã�Ö�×»Ø
â�Ü»Õ�×ZÓ�ÕaÓ�×�ß³ð�ß¡ã�Ü�Õ�Ö¿Ó�×,Õ�Ö�Þ-ß
ã�Ô�ÖÀÕ�ß�Ô�ÖÐÚTé � ç�Ö¿Ù�áWÚCá]ß³Ô2Þ$ÚCæKß¡Ù!Õ·ç�ß
â�Ô�Ö¿Ý�ØKß2â]ß³Õ¨å�ß«ß«×�Õ�ç�ß
Õ¨å:Ó$Ô³ß«ìKÜ»ÖÀÔ³ß«Ýpá�ÔlÓ�á]ß³Ô�Õ·Ö¿ß«Ù¡é
� ç�ß�×�ß«åJÕ�ß«ãlç�×»Ö¿ìKÜ�ß�Ö¿Ù�Ú�ã«ÓR×�Ù´ÕlÚL×TÕ8Õ�ÖÀÞ-ß!Ó�×Zß�élI:Ó�×�Ù�ß«ìKÜZß�×TÕ·à�ä
Ö¶Õ:Ö�×TÕ´Ô³ÓKÝ»Ü�ã¡ß«Ù�×�Ó
ÓLè�ß�Ô�çZß¡Ú�Ý
Ô³ß�ØKÚLÔlÝ»ÖÀ×�Ø�Õ·ç�ß!Ù·Ó�Ô·Õ�Ö�×»Ø
á»Ô³Ó�âZà¿ß�Þpé
ïrßaå:ÓRÜ»à¿ÝjàÀÖÀæTßaÚLà¿Ù·Ó�ÕlÓoÞ-ß�×TÕ·Ö¿ÓR×/Õ�çZÚCÕªÕ�ç�ß2Õlß«ãlç�×»Ö¿ìKÜ�ß�Ü�Ù�ß«ÝVÖ�×VÕ·ç�Ö¿Ù�áFÚCá]ß�ÔªÛÊÓ�ÔlÞ-Ù�Ú
Þ-ß³ÕlÚ',îáWÚCÔ·Õ�ÖÀÕ·Ö¿Ó�×�ÖÀ×�Ø�Ù�ãlç�ß�Þ$Úbë
Ø�ß«×�ß�Ô³ÚLà�Ö<;«Ö�×�Ø¹Ó�Ü�Ô�á�Ôlß«èKÖ¿ÓRÜ�Ùyå:Ó�Ô·æ�Ù¡ë�ÚL×�Ý
ÖÀÕ#ã¡ÚL×�â]ß9Ôlß«Ü�Ù�ß«ÝaÖ�×�Õ·çZß�ã¡Ú�Ù�ß:åªç�ß³Ô³ß�Õ·ç�ß�Ù�ß«ìKÜ�ß«×TÕ·ÖÐÚLàKâ»ÔlÖ¿ã�æ�Ó�ÛZÕ·çZß�áWÚCÔ�ÚLà�à�ß«à
ÚLà�Ø�Ó�Ô�ÖÀÕ�ç»Þ çFÚ�Ù
Ú/Õ�ÖÀÞ-ß=ã¡Ó�ÞoáZà�ß�ðbÖ¶Õ¨äHÝ�Ö+*Wß³Ô³ß�×TÕ�Õ·çFÚL×

n
à¿Ó�Ø

n
é : Þ$ÚLØ�ÖÀ×Zß
ÛÊÓ�Ô
Ö�×ZÙ¨Õ³ÚL×�ã¡ß�Õ�çZÚCÕ
å:ß$çZÚ¡è�ß-Ú/á�ÔlÓ�â�à¿ß�Þ

Õ·çFÚCÕaã¡ÚL×râ]ßoÝ�Ö�èTÖ�Ý�ß«Ý�ÖÀ×TÕlÓ$Ö�×ZÝ»ß³á]ß«×�Ý»ß«×TÕ¹á]Ó�Ô�Õ·Ö¿Ó�×ZÙ!ÚL×ZÝ,Õ�çZÚCÕ�å�ß�çZÚ¡è�ß�Õ�ÓjÜ�Ù�ßoÚ$Ù�ß«ìKÜ�ß«×TÕ·ÖÐÚLà8ÚLà�Ø�Ó�Ô�ÖÀÕ·ç�Þ Ó�Û�Õ�Ö�Þ-ß
ã«ÓRÞoá�à¿ß³ðbÖÀÕ¨ä √

n
é

ïrß�å�Ó�Ü�à¿Ýaà�ÖÀæKß�Õ�Ó2ß³ð�ß«ã«Ü�Õlß�Õ�ç�ß9áFÚLÔ³ÚLà�à¿ß�àbÚLà�Ø�Ó�Ô�ÖÀÕ�ç»Þ¥Ó�×=ÚL×oç�ß�Õ�ß³Ô³Ó�ØKß�×Zß«Ó�ÜZÙÎã«àÀÜZÙ¨Õlß³Ô8Ó�Û
p
á»Ô³ÓTã«ß«Ù�Ù�Ó�Ô³Ù«é � çZß#á�ÔlÓ�â�à¿ß�Þ

ç�ß�Ôlß�Ö¿Ù¹ÕlÓ .»×ZÝpÕ�ç�ß
ni, (1 ≤ i ≤ p)

Ù·Ü�ãlç�Õ·çFÚCÕ
n = n1 + · · · + np

ÚL×ZÝ √
n1/k1 = · · · =

√
np/kp

é2ïrß=ÚCÔ³ß
ØRÜZß«Ù�Ù´Ö�×�Ø!Õ�çZÚCÕ � Ú¡äTà¿Ó�Ô9Ý�ß�è�ß«à¿Ó�á�Þ-ß«×TÕ#Ó�Û √

n + 1,
ÖAé ß�é

(1+ 1/2 ∗n− 1/8 ∗n2 + 1/16 ∗n3 − 5/128 ∗n4 + 7/256 ∗
n5 + O(n6))

ã«ÓRÜ»à¿Ý-â]ß�Ü�Ù�ß«ÝjÖ�×/Õ·ç»Ö¿ÙªãCÚ�Ù·ßRé
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