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Un exemple de programme éaire

X2

PL
Min 3X; + 2%

—2x+2% <7 (1)
2x1+3%, < 18(2)
9% — 2%, < 36(3)

X1, X >0
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Un exemple de programme éaire
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Min 3X; + 2%
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Un exemple de programme éaire

XL = (14,90 PL

Min 3X; + 2%

—2x+2% <7 (1)
2x1+3%, < 18(2)
9% — 2%, < 36(3)

X1, X >0
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Un exemple de programme éaire en nombres entiers

= (4, PLNE
Min 3X; + 2%

—2x+2% <7 (1)
2x,+3%; < 18(2)
9% — 2%, < 36(3)

X1, X2 €N

o
-
N —
w
<€
<
(6]
X
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ProbEme de conception déseaux fiables

Modeélisation : Grotschel, Monma, 1990

Données :
@ SoitG = (V, E) un graphe.
@ Chaque aréte € E est munie d’'un colt(e).

@ Type de connexité :
A chaque sommat € V est associé un entiefu) > 0,
appelétype de connexét
r(u) représente le nombre minimum d’arétes qui doiventdiaeu reste
du réseau.
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ProbEme de conception déseaux fiables

Conditions d’'aréte-connexité :

@ soientu,v € V, il existe au moins (u,v) = min{r(u),r(v)} chaines
aréte-disjointes entneetv (i.e. n’ayant pas d’arétes en commun).

Probleme
Le probleme de conception de réseau fiable consistecandligier un
sous-graph&l = (V,F),F C E:

o vérifiant les conditions d’aréte-connexité

@ de colt minimum.

Les conditions d’'aréte-connexité assurent I'ecoulenai trafic entreu etv
s'ily a au maxmin{r(u),r(v)} — 1 arétes pouvant tomber en panne
simultanément.
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Notations

r(W)=maxr(u) lue W}, YWcCV
conW) = min{r(W),r(V\W)}, VYW C V.0 #W#V
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Cas patrticuliers

r(u) = 1 pour toutu € V
probleme de I'arbre couvrant de poids minimum

r(s) = r(t) = 1 pour deux sommetst € V
probléme du plus court chemin (chaine) erstest

r(u) = 1 pouru € S ouSest un ensemble distingué de sommets
r(u) = 0 pouru € V\S

trouver un arbre contenant les sommet$Sds éventuellement des sommets
deV\Set qui soit de poids minimum

Ce probleme est appeobleme de I'arbre de Steiner

Les sommets de typgu) = 1 sont dits terminaux et les autres sont dits
Steiner.
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© Le probleme du sous grapkearéte connexe
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Cas air(u) = k pour toutu € V

Données :
@ SoitG = (V,E) un graphe.
@ Chaque aréte € E est munie d’'un colt(e).

ProblemeECSP
Le probleme du sous-graphkearéte connexekECSPk Edge Connected
Spanning Subgraph Problem) consiste a déterminer urggapie
H=(V,F),F C Etelque:
@ entre chaque paire de somma@isv) deV, il existek chaines
aréte-disjointes,

@ le colt soit minimum.

4

Les conditions d’'aréte-connexité assurent I'ecoulenak trafic entre toutes
paires de sommets, s'il y a au mlax- 1 arétes pouvant tomber en panne
simultanément.
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Coupe
@ SoitG = (V, E) un graphe

SoitW C V,W C V,0 £ W # V.
Une coupe&ig(W) est I'ensemble des arétes d@hentreW et V\W.

W V\W

oc(W)

dc(W)={uve ElueW,ve V\W}, WCV,0#W=#V
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KECSP

r(W)=maxr(uy —ue W}, vYWcV
conW) = min{r(W),r(V\W)}, YW CV,0#W £V

r(w) =k
r(V\W) =k
conW) =k

nombre d’arétes de la coupg(W) doit tre supérieur @onW) = k
Théoreme de Menger cette condition suffit.
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ProbEmekECSP : Formulation

o Soitx € RE, x(e) = { 1 s!eappartlent a la solution,
0 sinon.

Formulation

Le probleme du sous-graphearéte connexekECSP) peut étre formulé
comme suit :

Minimiser >~ c(e)x(e)

ecE

X(0c(W)) >k VYWCV, 0£W=#V,
x(e) € {0,1} VecE.
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Casak = 2: Le probEme du sous-graphe 2&&¢ connexe

o Soitx € RE, x(e) = { 1 s!eappartlent a la solution,
0 sinon.
Formulation
Le probleme du sous-graphe 2-aréte connexe (2ECSPepeudbrmulé
comme suit :
Minimiser » ~ c(e)x(e)

ecE

X(0g(W)) >2 VWCV, 0 £A#W#V,

x(e) € {0,1} VeeE
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ProbEmes

Probleme 1
@ Nombre de contraintes exponentiel

Cutting plane ou géenération de coupes
Idée:
@ On prend un nombre de contraintes limité.
@ On ajoute peu a peu les contraintes "utiles”.

Probleme 2
o Variables entiéres

Branch & Bound
Idée :

@ trouver une solution entiére sans effectuer de branchemen
@ limiter le nombre de nceuds dans I'arbre du B&B
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© Probléme 1 : nombre exponentiel de contraintes
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Nombre exponentiel de contraintes

Ax<b

\ points deS
Max " cix 7
sous les contraintes
Ax < b,
xi €{0,1}, i=1,...,n

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe

Min 3" c(e)x(e)

X(0c(W)) >2VWCV, 0 #£W#V,
x(e) € {0,1} VecE.

v
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Nombre exponentiel de contraintes

< .

Axib points deS

/

Max 3 Gix; ]
sous les contraintes

Ax<b, <-Nombre exponentiel

x €4{0,1}, i=1,...,n

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe

Min 3" c(e)x(e)

X(0c(W)) >2VWCV, 0 #£W#V,
x(e) € {0,1} VecE.

v
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Cutting plane : contraintes initiales

© On prend un nombre de contraintes limité.

Max > ciXi

sous les contraintes

Arx < by,

x €4{0,1}, i=1,...,n

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe
Minimiser } . ¢ c(e)x(e)

X(0c({u})) =2 VueV,
0<x(e)<1 VeeE,
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Cutting plane : Contraintes utiles ou inutiles ?

© On prend un nombre de contraintes limité.

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe
1 N
% Minimiser } . e c(e)x(e)

X(os({u})) =2 VueV,
X" 0<x(e <1 VecE,
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Cutting plane : Contraintes utiles ou inutiles ?
© On prend un nombre de contraintes limité.

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe

Wy
SN ---1
_ 7 Minimiser } . e c(e)x(e)
X(e({u})) =2 VueV,
X* 0<x(e) <1 Vee€E,

Wi \V

@ On ajoute peu a peu les contraintes "utiles”.

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe

X (66(W1)) = 3
On ajoute la contrainte
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Séparation des contraintes
Probleme de séparation

A un systéme linéairdx < b, on peut associer le probleme suivant :
Pour une solution donnéé, verifier

@ Six* satisfaitAx < b, et

@ sinon déterminer une contrainte A& < b qui est violée pax*.
Ce probleme est appefEobleme de gparationassocié ad\x < b.

Six* ne vérifie pas le systemx < b
alors il existe un hyperplan séparagitet le polyedreAx < b.

Hyperplan séparamt
du polyedreAx < b
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

v
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

Aix < by

v

Sylvie Borne (LIPN) MES AOC MES AOC 25/38




Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

Aix < by

P1 = maxXcx, Aix < by}

v
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

*
X1

Aix < by

P1 = maxXcx, Aix < by}

v
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

Aix < by
a1Xx < B1

P> = max{cx, Aix < by, aux < S}
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

Aix < by
aiX < fB1

P> = max{cx, Aix < by, cux < S}
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

Aix < by
aiX < fB1

P1 = max{cx Aix < by, cux < S}
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

P3 = max{cx, Aix < by, aaX < B1, aoX < o}

Aix < by
a1X < B1
axX < B

Sylvie Borne (LIPN) MES AOC

MES AOC

25/38



Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

P3 = max{cx, Aix < by, aaX < B1, aoX < o}

Aix < by
a1X < B1
axX < B

v

Sylvie Borne (LIPN) MES AOC

MES AOC

25/38



Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

P24 = maxX{cx, Aix < by, aax < 81, aoX < B2, a3 < f3}

Aix < by
aiX < fB1
aX < B
a3X < B3
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Algorithme de @rération de coupes

Phase de coupes

P24 = maxX{cx, Aix < by, aax < 81, aoX < B2, a3 < f3}

Aix < by
aiX < fB1
aX < B
a3X < B3
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ProbEme de gparation

@ Chaque classe de contraintes a son propre probleme daesépa

@ La séparation des contraintes utilisées dans la formounlalu probleme
doit pouvoir étre effectuée de maniere exacte pour assaréalisabilité
de la solution.
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Séeparation des contraintes de coupe

@ On considere le graph@ = (V, E) muni de capacités données par la
valeur dex*.

@ On utilise un algorithme de flot max pour trouver les coupes. mi
© Larbre de Gomory-Hu est ainsi créé.

© Toutes les arétes de cet arbre ayant un paidsdonnent une contrainte
de coupes violée.

probleme du sous-graphe 2-aréte connexe

xPOR
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Outline

© Probléme 2 : variables entiéres
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Algorithme de Branch & Bound

O/Qb & O
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Algorithme de Branch & Bound

XPL = (144 %0

31031

| | |
| | i |
0 1 2 3\ ﬁ 5 X1
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Algorithme de Branch & Bound

xoL=(4+ 5.2+ 2
z=19+ 2
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Algorithme de Branch & Bound

X2
6 N

N

Jp

N

] |
| | i |
0 1 2 3% ﬁ 5 X1
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Algorithme de Branch & Bound

X2

o
[N
N —

G A
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Algorithme de Branch & Bound

X2
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Algorithme de Branch & Bound

xoL=(4+ 5.2+ 2)
z=19+ 2
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Algorithme de Branch & Bound

X2
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Algorithme de Branch & Bound

L= (44 33,2+ 2
z=19+ 2
X <2 X >3

1 1
Va —l7+§
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Algorithme de Branch & Bound

X2
N oo B =asa
6 \ 3)
.3‘_ S
4__
2>3¢
2
2 % X x x '/
13 X X X
—
of 1 2 N»h sx
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Algorithme de Branch & Bound

X2
N 1) =<4,
6 AN ©)
g‘ 3 S X3
4 J /
.
(2
2— X X X '/
14 X X X
—
0 1 2 3% 5 X1
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Algorithme de Branch & Bound

L= (44 23,2+ %

z=19+ 2

X <2 X >3

XI%L:(4+%73)
2=19+1
X3 >5
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Algorithme de Branch & Bound

XL = (4+ 30,24+ 2
z=19+ 2
X223
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Algorithme de Branch & Bound

L= (44 33,2+ 2
z=19+ 22

X223

XI%L: (4+%73)
2=19+1

Domaine vide
non réalisable
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Algorithme de Branch & Bound

X2
N . . D =pasal
6 AN 3)
.3‘_ . s
x>4¢
T—
<3
(2)/ i
2 % X x X .
1% X X X
— - I
0 12 :Nb%/n 5 X1
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Algorithme de Branch & Bound

XL =(4+ 30,24+ 2
z=19+ 2

X223

Domaine vide
non réalisable
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Algorithme de Branch & Bound

o
[N
N —

ok
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Algorithme de Branch & Bound

L= (44 53,2+ %

Domaine vide
non réalisable

@ 7> :_18

entier
donc stérile

Sauv 1
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Algorithme de Branch & Bound

XpL=(4+ 30,24+ 2
z=19+ 2

X223

X%L: (4+ %73)
2=19+1

Domaine vide
non réalisable

SF ] ©
entier =18
donc stérile

Sauv 1
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Algorithme de Branch & Bound

XpL=(4+ 30,24+ 2
z=19+ 2

X223

X%L: (4+ %73)
2=19+1

Domaine vide
non réalisable

SR -@3 % =89

entier
donc stérile < 18
Sauv 1
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Algorithme de Branch & Cut
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Enveloppe convexe

Principe et idées
Ramener le probleme a la résolution d’un programmealigécontinu.

points deS
Max 3 GiX * L =
sous les contraintes Tt e S
Ax < b, SLe e,
xi €{0,1}, i=1,...,n *
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Enveloppe convexe

Principe et idées
Ramener le probleme a la résolution d’un programmealigécontinu.

points deS
Max > GiXi 4
sous les contraintes
Ax < b,
0<x <1 i=1...,n
ZOZIJXISBJ’ leaak co‘hv(P)
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Un exemple d’enveloppe convexe
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Un exemple d’enveloppe convexe
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Description compite de I'enveloppe convexe

Le probleme 2ECSP est NP-difficile.

Tres lié au probléeme du voyageur de commerce.

— aucune chance de trouver une description compte de I'enveloppe
convexe des solutions.

Mais on peut trouver une telle description si on restreimirtébleme a
differentes classes de graphes.

Exemple :

Mahjoub (1994) a montré que les contraintes de coupes ebtgrintes
triviales décrivent entierement le polytope enveloppavexe des solutions
dans le cas des graphes série-paralleles.

Un graphe série-parallele est construit a partir d'une
aréte en appliqguant de maniere récursive les de
opérations suivantes : dupliquer ou subdiviser un
aréte.
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire

X(e1) + X(e2) + X(&4) = 2
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire

X(e1) + X(e2) + X(&4) = 2
x(e1) + x(€3) + x(€s5) = 2
X(&3) + X(€2) + x(€5) = 2
X(eq) =1
x(es) =1
X(es) = 1
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire

1
2
—1 x(€1) + X(€2) + x(€4) > 2
R x(e1) + x(e3) + x(&5) > 2
AN N X(e3) + X(e2) + X(es) > 2
—X(eq) > -1
—X(es) > —1
—X(eg) > —1
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire

X X X
)
></>i><
)]
(A4
N

R S

O
VIV IV
|
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ProbEme 2ECSP : point fractionnaire

X X X
AN AN~
Y
~— — —
X X X
—~
&
v
N

R S

PR
VIV IV
|
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

@ SoitG = V,E) un graphe.
@ SoitVo, V1, Va,. .., Vp une partition de/,
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

@ SoitG = V,E) un graphe.

@ SoitVo, V1, Va,. .., Vp une partition de/, @
@ SoitF C ds(Vp) un ensemble d’arétes contenu

dansig (Vo) et|F| est impair.

()
)
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

@ SoitG = V,E) un graphe.

@ SoitVo, V1, Va,. .., Vp une partition de/, @

@ SoitF C ds(Vp) un ensemble d’arétes contenu
dansig (Vo) et|F| est impair.

o x(6(Vi)) =2vi=1,...,p @

—X(e) > —1VecF
x(e) > 0Vee 6(Vo)\F

()
)
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

@ SoitG = V,E) un graphe.

@ SoitVo, V1, Va,. .., Vp une partition dé/,

@ SoitF C dg(Vo) un ensemble d’arétes conten
dansig (Vo) et|F| est impair.

o x(0(Vi)) =>2Vi=1,...,p
—X(e) > —1VecF
x(e) > 0Vee d(Vo)\F

e Ensommant : Z x(e) >p—
ec5(Vo,...,Vp)\F
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

@ SoitG = V,E) un graphe.

SoitVp, V1, Va, ..., Vp une partition de/,

SoitF C ég(Vo) un ensemble d’arétes conten
dansig (Vo) et|F| est impair.

X(0(Vi)) =>2Vi=1,...,p

—X(e) > —-1VeeF

x(e) > 0Vee d(Vo)\F

©

En sommant : Z x(e) > p—
ec5(Vo,...,Vp)\F

©

F|impair (F|=29+1), >  x€>p-q-
e€5(Vo,....Vp)\F
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

@ SoitG = V,E) un graphe.

@ SoitVo, V1, Va,. .., Vp une partition dé/,

SoitF C ég(Vo) un ensemble d’arétes conten
dansig (Vo) et|F| est impair.

X(0(Vi)) =>2Vi=1,...,p

—X(e) > —-1VeeF

x(e) > 0Vee d(Vo)\F

©

En sommant : Z x(e) > p—
ecd(Vo,...,Vp)\F

©

F|impair (F|=29+1), >  x€>p-q-
e€5(Vo,....Vp)\F

° Z x(e) > p — qvalide pour le probleme 2ECSP.
ecé(Vo,....Vp)\F
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ProbeEme 2-ECSP : Contraintes #epartition

Contraintes dé&-partition
@ Introduites par Mahjoub (1994).
@ Probleme de séparation NP-complet.
@ Peuvent étre généralisées au probleme génératiqyaenest
quelconque.

@ Barahona et Mahjoub (1996) ont montré que les contrairgedpe, les
contraintes triviales et les contrainteskigartition suffisent pour donner
une desription complete du polytope des solutions du probl2ECSP
dans les graphes de Halin.

Un graphe de Halin est un grap@e= (V, TUC)

ol T est un arbre sans sommet de degré Zet
est un cycle dont les sommets sont les sommets.
pendants d&.
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Approche polgdrale

Beaucoup de questions encore ...

Dimension du polytope enveloppe convexe des solutions chigme ?
Description compléete du polytope ?

Une contrainte est-elle ou non une facette du polytope ?

Qualité des algorithmes de séparation ?

Existence d’opérations de réductions conservant leBa@iotes violées ?

¢ & ¢ ¢ ¢ ¢

pour une prochaine fois ... peut-étre !
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