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Probléme 1:

On considére un arbre binaire de recherche 1), associé & une permutation S,, de
{1, 2,--+ ,n}. On note par R, laracine de T}, (qui n’est autre que le premier terme
de la permutation S,). Initialement on considére Tg, ;1 le sous-arbre gauche et
T, g, le sous-arbre droit de T,,( de tailles respectives R, —1 et n—R,). On choisit
un nombre aléatoire V,, selon la loi uniforme sur {1, 2,--- ;n—1};si V;, < R,
alors on considére que le sous arbre gauche, si V,, > R,, on considére que le sous-
arbre droit. Ainsi en premiére étape, sachant R,,, on choisit le sous-arbre gauche
avec probabilité % et le sous-arbre droit avec probabilité ”n__Ri". Ainsi de suite
on continue de la méme maniére jusqu’a avoir un sous-arbre de taille 1. Si &
une certaine étape on a choisi un sous-arbre 7' de taille |77| et de valeur a la
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racine R’ on choisi le sous-arbre gauche de 1" avec probabilité ‘%Tll et on choisi
. e TR

le sous-arbre droit avec probabilité ‘\TJT

On note par S, la longueur du trajet d’extrémités R,, et la racine du dernier arbre
choisi (arbre réduit a seul noeud). On note aussi par ¢, la fonction génératrice
des moments de S,, définie par

V€] = 1,1[, ¢ult) = E[exp(snt)].
(1) Montrer que S, vérifie la récurrence suivante
Sn B 1+ v, <r,Skry-1 + H{%LZRn}gn—Rn; Vn > 1,

ol §j est une copie indépendante de S; (c’est a dire que S et Sj sont iid).
En plus S; et S;, sont indépendants pour tous j, & € N.

(2) Vérifier que

ou(t) = et[ZiE[esT—lt]P[Rn = 1]P[V, = o]
+>° iE[eS’“’”t]P[Rn = r|P[V, = v]|.



(3) En déduire que

n(n - Don(t) = X224 ).

n
(4) Sachant que Sy = 0 ( & expliquer pourquoi) montrer que

['(n+2e —1)

o) = T 1)

Rappels: Pour tout = > 0, I'(z) = [," e t*"'dt et [(z + 1) = 2T'(x).

La fonction I' est de classe C* sur |0, +oo[ et T® () = ["(Int)ke 4= 1dt.

(5) Montrer que

Sn—21nn@
—_ N(0,1).
V2lnn (0,1)

(6) Déduire que

Probléme 2:

On considére le méme ABR T, que dans le probléme 1, R, représente toujours
sa racine. On considére Z,, = min{R, — 1,n — R,}. Si Z, = R, — 1 on considére
que le sous-arbre gauche Tk _; qui est un ABR associé & une permutation de
{1,2,---R, — 1}. Si Z, = n — R,, on ne considére que le sous-arbre droit T,,_r_
qui est un ABR associé & une permutation de {R, + 1,---,n}. On continue
ce procéde de la méme fagon jusqu’a avoir un sous-arbre vide. On appelle D,
la longueur du trajet d’extrémités la racine R, de 7T, et la racine du dernier
sous-arbres non vide choisit.

(1) Montrer que
D, 214Dy, V¥n>1.

Avec Dy =0

(2) On note par F, la fonction de répartition de Z,. Montrer que pour tout

kef0,1,---,[3(n—1)] —1} ona

Fu(k) = %(kJrl).



(3) En déduire la loi de Z,.

(4) On pose g; = Thlz et go = m Montrer que

. E[D,]
lim—— = 1
n gilnn
lim —Var[Dn] 1
n golnmn
(5) On pose
Dt — D, —glnn

Montrer que

ot A,(Z,) est une variable aléatoire que 1’'on déterminera.

(6) Rappeler les étapes pour pouvoir utiliser la méthode du point fixe en loi
pour étudier la convergence en loi de D;.

(7) Quelle est la loi limite de D7



