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Probléme 1:

(1) Montrer que W,,(z) est bien un polynome.

(R1) Il suffit de remarquer que le degré de W,(z) est inférieure a n puisque
pour tout k >mn on a X, =0

(2) Calculer E[W,(2)].
(R2) On utilise le résultat du cours qui donne E[X,, k] et aboutir a
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(3) Montrer que pour tout z € C le processus (M, (z), F,)n>1 est une mar-
tingale,
ol , pour tout entier n

Fo=0(Ty, -, T,) et M,(2) = o
1 E[W,(2)]
(R3) On a la relation suivante

Xonv1k = Xnp — W=y + 21, =13

Cette relation va permettre d’avoir une relation de récurrence sur le polynéme

de nweau:
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(4) On définit E, la longueur de cheminement externe associée a T, qui
représente la somme des profondeurs de toutes les feuilles de T,: c’est
a dire, si pour tout v feuille de T,,, d, représente sa profondeur, on a
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(a) Verifier que E, = LW, (2)].-1.
Réponse: évident

(b) Veérifier que pour tout z, (M](z), F,), est aussi une martingale,
M (z) est la dérivée par rapport a z de M, (z).
Réponse: évident

(c¢) En déduire E[E,)].
Réponse: évident

(d) Montrer que le processus
(£, B(5,)
n+1
est une (F,), martingale bornée dans L?
Réponse: Comme la dérivée d’une martingale est une martingale, il
suffit de calculer M (2) pour obtenir
!/ ! /
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Pour montrer que cette martingale est bornée dans L?, on développe
M) (1) en fonction de M],_,(1) et on applique l’espérance.
(5) Montrer par récurrence que E, = I, + 2n, ou I, est la longueur de chem-
inement interne associée a T),: c¢’est la somme des profondeurs de tous les
noeuds internes de 7,.

(R5) Par récurrence sur n

(6) En déduire que le processus (W, .7-"n> est une martingale
n

bornée dans L?, ot pour tout n > 1, h, = >, 1.

(R6) Evident d’aprés les questions précédentes

Probléme 2:

Tout est dans ['article de "David A. Freedman' intitulé "Bernard Friedman’s

Urn" en remarquant que
W,+ B, =a+no



