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Exercice 1 (10 points):

Soit (Xn; Fn)n�0 une martingale dans L2.

(1) Soit � > 0, on pose T = minfk � 0 ; jXkj � �g (par convention min ; =
+1). Véri�er que T ^ n est un (Fj; j � 1) temps d'arrêt.
On doit montrer que pour tout k 2 N; fT ^ n = kg 2 Fk.

� Si n = k, alors

fT ^ n = kg = fT � kg =
i=k\
i=0

fjXij < �g 2 Fk:

� Si n < k, alors
fT ^ n = kg = ; 2 Fk:

� Si n > k, alors

fT ^ n = kg = fT = kg =
i=k�1\
i=0

fjXij < �g
\
fjXkj � �g 2 Fk:

(2) On pose X�
n = max0�k�n jXkj. En appliquant le premier théorème d'arrêt,

montrer que

�P
�
X�
n � �

�
� E

�
jXnj1IfjX�

n
j��g

�
:

On viens de véri�er que, pour tout entier n, T ^n est un (Fj; j � 0) temps
d'arrêt. On va appliquer le premier théorème d'arrêt à la sous-martingale
jXnj aux temps d'arrêts T ^ n et n qui sont bornés par n. On a

E

�
jXnj=FT^n

�
� jXT^nj:

On véri�e que l'événement fX�
n � �g est dans la tribu FT^n. Par suite

d'après la propriété (ii) de l'espérance conditionnelle on peut écrire

E

�
jXnj1IfX�

n
��g

�
� E

�
jXT^nj1IfX�

n
��g

�

= E

�
jXT j1IfX�

n
��g

�
en e�et fT � ng = fX�

n � �g

� �E
h
1IfX�

n
��g

i
car jXT j � �:
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(3) Soit b > 0, montrer que

E

�
(X�

n ^ b)2
�
� 2E

�
(X�

n ^ b)jXnj
�
:

ind. Remarquer, que pour tout x � 0, on a x2 = 2
R x
0
tdt.

On a

E

�
(X�

n ^ b)2
�

= 2E
�Z X�

n
^b

0

tdt
�
= 2E

�Z b

0

t1IfX�

n
�tgdt

�

= 2

Z b

0

tP
�
X�
n � t

�
dt � 2

Z b

0

E

�
jXnj1IfX�

n
�tg

�
dt

= 2E
�Z b^X�

n

0

jXnjdt
�
= 2E

�
(X�

n ^ b)jXnj
�
:

(4) A l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

E[(X�
n)

2] <1

et que

E

�
sup

0�k�n
X2
k

�
� 4E

�
X2
n

�
:

En faisant tendre b vers +1 et en utilisant le théorème de convergence
monotone et la question précédente, on obtient:

E

�
(X�

n)
2
�
� 2E

�
jXnjX

�
n

�
:

En utilisant le fait que X�
n �

Pn
k=0 jXkj on conclut que X�

n est dans L2.
D'autre part, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

E

�
(X�

n)
2
�
� 2E

�
jXnjX

�
n

�
� 2

�
E(X2

n)
�1=2�

E((X�
n)

2)
�1=2

:

Ainsi on conclut que

�
E((X�

n)
2)
�1=2

� 2
�
E(X2

n)
�1=2

:

(5) En déduire que siX0 = 0 et si An représente le processus croissant prévisible
de la décomposition de Doob de la sous-martingale X2

n alors

E

�
sup
n
X2
n

�
� 4E

�
A1

�

où A1 = limnAn.

X2
n est une sous-martingale, donc d'après la décomposition de Doob, il ex-

iste un unique couple (An; Mn) tel que An est processus croissant prévisible
véri�ant A0 = 0, Mn est une martingale et

X2
n = An +Mn:
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Ainsi E[X2
n] = E[An] + E[Mn] = E[An] + E[M0]. Donc si X0 = 0 alors

obligatoirement M0 = 0 et par suite

E[X2
n] = E[An]; donc E

�
sup
n
X2
n

�
� 4E[An]:

On peut conclure, en utilisant le théorème de convergence monotone.

Exercice 2 (10 points):

Soit (Xn; n � 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi
N (m; �2) avec m < 0. On pose

S0 = 0; pour n � 1; Sn =
nX

k=1

Xk; Fn = �(Xk; k � n) et W = sup
n�0

Sn:

(1) Montrer que P
�
W <1

�
= 1.

D'après la loi forte des grands nombres on a Sn=n converge presque sûre-
ment vers m < 0. Ainsi, presque sûrement, pour tout ! dans 
 il existe
un rang n0(!) tel que pour tout n � n0(!) on a Sn(!) � 2 ceci prouve que
W <1 presque sûrement.

(2) Calculer, pour tout réel �, E
�
e�Sn+1=Fn

�
.

On rappelle que si X suit la loi N (0; �2) alors pour tout � 2 R;

E

�
e�X
�
= exp

��2�2
2

�
:

E

�
e�Sn+1=Fn

�
= e�SnE

�
e�Xn+1=Fn

�
(mesurabilité)

= e�SnE
�
e�Xn+1

�
(indépendance)

= e�SnE
�
e�(Xn+1�m)

�
e�m

= e�Sn exp
��2�2

2

�
e�m (d'après le rappel)

(3) Montrer qu'il existe un réel �0 tel que
�
e�0Sn ; Fn

�
n�0

est une martingale.

On a une martingale si et seulement si

�m+
�2�2

2
= 0:

La solution non nulle (pour éviter le cas trivial) de la dernière équation est
�0 =

�2m
�2

.
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(4) Montrer que pour tout a > 1 on a,

P

�
e�0W > a

�
�

1

a
et que pour tout réel t; P

�
W > t

�
� e��0t:

L'inégalité maximale de Doob appliquée à la martingale positive
�
e�0Sn ; Fn

�
n�0

montre que

aP
�
e�0W > a

�
= aP

�
max
n

e�0Sn > a
�
� sup

n
E

�
e�0Sn

�
= E

�
e�0S1

�
= exp

�
�20
�2

2
+�0m

�
= 1

Pour obtenir la deuxième inégalité, il su�t de remarquer que

P

�
W > t

�
= P

�
e�0W > e�0t

�
:
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