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Exercice [Théoréme de Lyapunov]|

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et dans L3. Pour
tout n > 1 on pose u, = E[X,.], V[X,] = 02 et 8, = E[|X,, — ut,|?]. on pose aussi

= (28)" = ()"

Montrer que si lim,, A,/B, = 0 alors la suite Y,, = > """ | (X; — y;)/ B, converge
en loi vers A/(0,1).

Probléme :

On dispose d’une source qui émet une suite de valeurs (x1, x9,--- ,2;,---) selon
une certaine loi de telle facon que

(A) Soient n € N et T,, 'ABR associé a la suite (z1, g9, -, Zy).
(A-1) donner la définition de construction de T,
(A-2) Montrer que pour tout k > 1, Uy: le rang de xy (classé dans le sens
croissant) parmi 1, - - - , xy suit la loi uniforme sur {1, 2,--- , k}.

(B) Soit n > 1 fixé et T,, TABR associé a (xq, 9, -+ ,2,). On compléte T,
par des feuilles de telle facon que chaque noeud interne ait exactement 2
descendants, on obtient ainsi un arbre binaire complet. On confond ensuite
1), et son arbre completer.

(B-1) Montrer que le nombre de feuilles dans T, est égal a n + 1.



(B-2) On numérote les feuilles de T, de gauche a droite de 1 a n+1. Montrer
que la nouvelle clé z,,; prendra la place de la feuille numéro k£ (1 <
k < mn+1) si et seulement si le rang de xz, 11 parmi xy, To, -, Tpiq
est k.

(C) Pour tout entier £, on note par X, ; le nombre de feuilles au niveau & dans
T,.

(C-1) Que vaut Y72 X, 4.

(C-2) Montrer que, pour tout k, P(Un = k/Tn> — Xuk

_ E[X,4]

(C-3) En déduire que P(Un = kz) pr

(C-4) Montrer qu’on a la relation suivante
(n+ 1)E[Xp114] — nE[X, k] = 2BE[X,, 1]

(C-5) Déduire la valeur de E[X, ¢].

(D) On appelle G,, la série génératrice de U,; qui est définie par

+oo
Vze C, Gul(z) = Zz’“P(Un - k)
k=0
(D-1) Montrer que
1 n
nl2) = —— 2 —1).
Gp(2) (”“)‘km stk —1)

(D-2) En déduire que
E[Un] = 2(Hp41 — 1),

N _ n+l 1
ou Hn+1 = k=1 &

Uy "
(D-3) Montrer que Iy, COuverge en probabilité vers 2.
nn

(E) Soit (Y5)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes, telle que pour

tout n, Y, suit la loi de Bernouilli de paramétre e

(E-1) Montrer que U, et 7, = ZYk ont la méme loi.
k=1
(E-2) En utilisant le théoréme de Lyapounov, montrer que U}, :=

converge en loi vers A/(0,1).



(F) Pour tout &, on note par M, ; le nombre de noeuds internes au niveau k de
T),. Soit aussi 9, la profondeur d’un noeud interne choisi au hasard dans
T,

(F-1) Montrer que

5
|
M:
T ;k

j=k+1

(F-2) En déduire, d’aprés ce qui précéde, la loi de S,
(F-3) Déterminer la série génératrice de S,

(F-4) Déterminer les moments d’ordre 1 et 2 de S,

(F-5) Etudier le comportement asymptotique en loi de S, =



