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Probléme:

Soient §,, une permutationde 1, 2,--- ,n et T, 'arbre binaire de recherche associé.
On note par R, la valeur de la racine de T, qui n’est autre que le permier terme
de S,,.

A) On note par @, la profondeur du noeud muni du clé n.
(1) Montrer que

Qn = (an(Rnfl) + 1) iR, +n}-
(2) Déduire que

(2-a) on a
BQ)
1 n
(2-b) et .
variQ) |
Inn "

(3) Montrer que

Qn—lnn loi
= — N(0,1).
Vinn (01)

ind.: On pourra utiliser la méthode du point fixe en loi.

B) On note par Wi(n) la somme de toutes les clés des noeuds se trouvant sur le
parcours menant R, a 1.

Exemple: Sin=5et S; =3,4,2,1,5, alors
Wi(5) =3+2+1.

(1) Montrer que
1



(2) Soit ¢,, la fonction caractéristique de Wy (n):
VEER, ¢u(t) = E(d’th(")).

(2-a) Vérifier que
1 n
Pn(t) = - Z " dr_1(t).
k=1

(2-b) En déduire que
ok — 14 etk
on(t) = H —
k=1

(2-¢) En déduire aussi que

n(n+1
E[Wy(n)] = n, Var[Wy(n)] = %
(3) Soit ¢ un réel dans un voisinage de 0.
(3-a) Montrer que
n_ ikt
B 9 e’ —1
log(én(t)) = Ot?) + 3~ —

k=1
(3-b) En déduire que
1 it 1

log(gbn(%)) —>n/0 ‘ v_ dv.
Wi(n)

(3-c) Conclure & propos de la convergence en loi de == et cacatériser la
loi limite.

C) On note par W, (n) la somme de toutes les clés des noeuds se trouvant sur le
parcours joignant R, et n.
Dans I'exemple précédent on a

Wa(n) =3+4+5.

Pour étudier le comportement asymptotique de W,,(n) on utilise une méthode qui
s’appelle méthode de reflexion et qui consiste a faire une rotation de 180 de T'—n
pour obtenir un nouveau arbre 7). Pour conserver la proprié¢té d’arbre binaire de
recherche pour 77 on doit réinserrer les clés 1,2, -+  n.

Exemple: la reflexion de arbre T5 est Uarbre T%:

(1) Vérifier que un noeud de clé k dans 7, se tranforme en un noeud de clé
n+1—kdans 7).

(2) On note par Yy, -+, Y11, les clés des noeuds se trouvant sur le parcours
menant R, a n ou @), est la profodondeur du noeud muni de la clé n.
On a donc

1+Qn
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Vérifier que

Wan) 2 (14 Q) (n+1) = Wi(n).

(3) En déduire que

BWaw) _,
(4) On pose
W = W,(n) —nlnn
ny/n
Vérifier que
(4-a)
W:;léinQn_nlnn_}_ Qn + n+1 _VVl(n)7
ny/n nyn - nyInn  nyvlnn
(4-b)
Wiln) e,
nvinn
(4-c)
G »

nvinn

(5) En déduire que
wr 2% A(0, 1).



