Ecole supérieure des Sciences et de Technologie Hammam Sousse

DEVOIR SURVEILLE
Probabilités

SECTION : Mastére 1 mai 2011
Nombre de pages : 2 Durée 1h30

Sans document . Baréme approximatif .

Exercice 1 (10 points):

Soit (X, Fn)n>0 une martingale dans L.

(1) Soit A > 0, on pose T = min{k > 0 ; |X;| > A} (par convention
min () = +o00). Vérifier que T'A n est un (Fj, j > 1) temps d’arrét.

(2) On pose X, = maxo<k<n |Xg|- En appliquant le premier théoréme d’arrét,
montrer que

P (52 2) < Bl
(3) Soit b > 0, montrer que
E((X;; Ab)Q) < 2E(<X;; /\b)]Xn\).

ind. Remarquer, que pour tout > 0, on a 2 = 2 fo‘r tdt.

(4) A laide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que

et que
E( sup X,?) §4E(X5).

0<k<n

(5) En déduire que si Xy = 0 et si A, représente le processus croissant prévisible
de la décomposition de Doob de la sous-martingale X? alors

E( sup Xi) < 4E (AOO)

ol Ay = lim, A,,.



Exercice 2 (10 points):

Soit (X,,, n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
N(m, %) avec m < 0. On pose

So =0, pourn>1, S, :ZX"” Fn=0(Xg, k<n)et W =supS,.

k=1 n=0

(1) Montrer que P(W < oo) = 1.

(2) Calculer, pour tout réel A, E(e’\S"“/Fn).
On rappelle que si X suit la loi A(0,0?) alors pour tout # € R,

o) = ().

(3) Montrer qu’il existe un réel Ay tel que (e’\osn, ]:n) est une martingale.
n>0

(4) Montrer que pour tout @ > 1 on a,

1
P(eAOW > a) < — et que pour tout réel ¢, P(W > t) < et
a



